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Resumo

Nesta tese apresentamos um novo método de reamostragem para cadeias de or-
dem infinita assumindo valores em um alfabeto finito. O nosso objetivo é desen-
volver uma metodologia que nos permita fazer inferência para a média de uma
função real em cadeias de ordem infinita com decaimento exponencial. A base
matemática que justifica o procedimento de reamostragem que propomos é um
Teorema Central do Limite da Reamostragem para cadeias de ordem infinita. A
demonstração deste teorema é baseada em um outro resultado original que é um
Teorema Limite Central da Reamostragem para sequências de cadeias de Markov
de ordens crescentes.

Como aplicação, utilizamos nosso Teorema Limite Central da Reamostragem
para construir intervalos de confiança assintóticos para a média da sonoridade em
oito lı́nguas naturais. Fazemos isto para classificar as lı́nguas consideradas em
grupos de acordo com a sonoridade.
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Abstract

In this dissertation we present a new approach to the bootstrap for chains of infi-
nite order taking values on a finite alphabet. Our goal is to develop a inferencial
methodology for the mean of a real function of the chain. The mathematical basis
of our bootstrap procedure is a Bootstrap Central Limit Theorem. We first prove
a Central Limit Theorem for the bootstrap mean in Markov chains with increas-
ing orders. Afterwards we use this Theorem and the results given in Bressaud,
Fernández and Galves (1999) to prove a Central Limit Theorem for the bootstrap
mean in chains of infinite order with exponential decay. We apply this method-
ology to derive asymptotical confidence intervals for the mean of the sonority
function of a dataset with eight languages.
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Capı́tulo 1

Introdução

Desde o final dos anos 60 é conhecido o fato de que, para processos com boas pro-
priedades de mistura, a média amostral tem, no limite, uma flutuação normal em
torno da média teórica (ver Billingsley, 1967). Mas a variância desta distribuição
normal depende das autocorrelações de todas as ordens que são, em geral, descon-
hecidas. A questão que se coloca é a da estimação desta variância, permitindo
assim a construção de uma teoria inferencial para a média teórica.

Nesta tese trabalharemos com uma classe de processos chamado cadeia de
ordem infinita que têm longa memória do passado, mas boas propriedades de
mistura. Processos desse tipo foram introduzidos na literatura probabilı́stica pelos
artigos de Onicescu e Mihoc (1935) e Doeblin e Fortet (1937) e Harris (1955).
O tema teve recentemente um grande desenvolvimento (cf. Bressaud, Galves e
Fernández 1999a e 1999b, Ferrari e Galves 2000, Ferrari, Maass, Martinez e Ney
2000 e Fernández, Ferrari e Galves 2001).

Reamostragem para sequências de
variáveis aleatórias

O caminho para se chegar a uma solução para o problema da estimação da variância
foi aberto pelo trabalho pioneiro de Bradley Efron em 1979. Neste trabalho
Efron introduziu uma técnica não parámetrica muito importante para o estudo
das distribuições amostrais de uma estatı́stica que ele chamou de bootstrap ( que
traduziremos neste texto como reamostragem).

Em 1981, Singh ( e independentemente também Bickel e Freedman) demon-
strou que a técnica da reamostragem é válida para a estimativa da média da distribuição
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no caso i.i.d., ou seja, ele mostrou que a distribuição assintótica da média empı́rica
em torno da média verdadeira, que é uma normal com média zero e variância
��� , coincide com a distribuição da média da reamostragem em torno da média
empı́rica. Este resultado diz que podemos utilizar a distribuição empı́rica da média
da reamostragem para construir intervalos para a média verdadeira. Mas Singh
também observou que para processos com alguma estrutura de dependência, a
variância da média da reamostragem não tem o mesmo comportamento que a
variância da média empı́rica, mostrando que, para esse tipo de processo, algum
outro procedimento deveria ser considerado. Este comportamento da média reamostrada
se deve principalmente ao fato de que na técnica proposta por Efron a reamostra
é construı́da através de sorteios independentes e com reposição das observações
da amostra original, quebrando assim a estrutura natural de dependência entre
as variáveis. Sendo assim, uma tentativa natural para contornar o problema seria
fazer a reamostragem de blocos inteiros de observações ao invés de uma observação
apenas.

Até onde sabemos, o primeiro a propor um esquema de reamostragem em
blocos ( blockwise bootstrap) foi Künsch em 1989. Ele propõe a construção de
blocos de tamanho fixo, a partir da primeira observação. Fixado um inteiro � ,
o primeiro bloco é formado pelos primeiros � sı́mbolos observados. O segundo
bloco é uma translação de um passo para a direita na amostra e assim por di-
ante. Ele proprõe uma reamostragem nos moldes de Efron para os blocos assim
definidos. Observe que estes blocos têm uma interseção grande e consequente-
mente uma grande correlação. Este método foi aperfeiçoado por Liu e Singh
em 1992. Em 1992 e 1993 Shao e Yu demonstraram vários Teoremas Limite
Centrais, condicionados à amostra original, para o estimador da reamostragem
em blocos para classes de sequências com diferentes estruturas de dependência.
Estes resultados foram melhorados, sempre em relação às taxas de decaimento das
correlações, por Naik-Nimbalkar e Rajarshi (1994), Bühlmann (1994) e Peligrad
(1998).

Em 1992, Athreya e Fuh propuseram para cadeias de Markov de ordem um,
em um espaço de estados enumerável, um procedimento de reamostragem em
blocos para a estimação das probalilidades de transição da cadeia. Eles justi-
ficam o procedimento com a demonstração de um Teorema Limite Central da
Reamostragem para estimativas das probabilidades de transição obtidas através
do procedimento de reamostragem por blocos.
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Um novo procedimento de reamostragem para cadeias
de ordem infinita

Nesta tese consideramos um novo procedimento de reamostragem para cadeias de
ordem infinita com espaço de estados finito. O fato que dá suporte ao procedi-
mento de reamostragem que propomos é que cadeias de ordem infinita com de-
caimento somável são bem aproximadas por sequências de cadeias de Markov de
ordens crescentes. Então, primeiro mostramos que o procedimento funciona para
sequências de cadeias de Markov com ordens crescentes. Sabemos que o erro da
aproximação da cadeia de ordem infinita por uma cadeia de Markov diminui à me-
dida que a ordem da cadeia aumenta. Portanto, para uma ordem

�
suficientemente

grande já quase não distinguimos um processo do outro. Utilizando este fato
mostramos que o procedimento de reamostragem também funciona para cadeias
de ordem infinita. Por se basear em cadeias de Markov de ordens crescentes,
chamaremos o novo procedimento de reamostragem sequencial.

A reamostragem sequencial é baseada nos tempos de retorno dos primeiros
sı́mbolos da amostra. Informalmente, o procedimente consiste no seguinte. Fix-
ado um inteiro positivo

�
, olhamos para as ocorrências sucessivas dos primeiros

�
sı́mbolos na amostra. Fazemos uma seleção uniforme i.i.d. dos blocos delimita-

dos por essas ocorrências para obtermos a reamostra e calculamos a estatı́stica de
interesse, no caso, a média de uma função real. Uma análise preliminar indica que
o procedimento de reamostragem sequencial é mais rápido do que aquele proposto
por Künsch (1989) para amostras de mesmo tamanho.

A demonstração do Teorema Limite Central da Reamostragem para cadeias de
ordem infinita é feita em duas etapas distintas. Primeiro consideramos o proced-
imento de reamostragem sequencial para estimar a média em cadeias de Markov
com ordens crescentes. O tamanho da amostra cresce como função da ordem da
cadeia que, por sua vez, tende a infinito. Em cadeias de Markov de ordem

�
,

a propriedade de Markov implica que os blocos de valores delimitados pelas su-
cessivas ocorrências dos primeiros sı́mbolos são independentes entre si e identica-
mente distribuı́dos. Portanto, uma grande vantagem do esquema de reamostragem
sequencial é que ele preserva, para cadeias de Markov, toda a estrutura de de-
pendência entre as variáveis. O Teorema Limite Central da Reamostragem para o
estimador da média em cadeias de Markov que apresentamos é, em si, um resul-
tado novo importante, uma vez que a ordem da cadeia tende a infinito. A seguir
utilizamos os resultados apresentados em Bressaud, Fernández e Galves (1999)
sobre velocidade de convergência das aproximações markovianas para estender o
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resultado para cadeias de ordem infinita.

Aplicação à Linguı́stica

Apresentamos uma aplicação das ferramentas estatı́sticas desenvolvidas nesta tese
na análise estatı́stica de um corpus de fala de oito lı́nguas naturais gentilmente ce-
dido por Franck Ramus. A análise deste corpus é bastante complexa e abrangente.
Entre os artigos que se dedicam a estudá-lo de um ponto de vista estatı́stico
citamos Ramus, Nespor e Mehler (1999), Duarte, Galves, Garcia e Maronna
(2001) e Galves, Garcia, Duarte e Galves (2002). Nesta tese o procedimento
de reamostragem sequencial será utilizado para construir intervalos de confiança
para médias de uma função do sinal acústico deste corpus de fala que chamaremos
de sonoridade para cada uma das oito lı́nguas. Queremos saber se as médias da
sonoridade são todas iguais ou há formação de grupos de lı́nguas.

Esta tese faz parte de um projeto de pesquisa mais ambicioso de modelagem
matemática da aquisição e da mudança linguı́stica. Para uma apresentação das
idéias centrais deste projeto enviamos o leitor a Cassandro, Collet, Galves, e
Galves (1999), Collet, Galves, e Lopes (1995) e Fernández e Galves (2000).

Apresentação da tese

Esta tese está apresentada da seguinte maneira: No Capı́tulo 2 apresentamos
definições e alguns resultados que são importantes na demonstração dos teore-
mas principais. No Capı́tulo 3 apresentamos o procedimento de reamostragem
sequencial para sequências de cadeias de Markov com ordens crescentes e enun-
ciamos e provamos o Teorema Limite Central da Reamostragem para a média
amostral. No Capı́tulo 4 utilizamos os resultados demonstrados nos capı́tulos 2
e 3 para estender o Teorema Limite Central da Reamostragem para a classe das
cadeias de ordem infinita. No Capı́tulo final mostramos uma aplicação em da-
dos acústicos da metodologia de reamostragem aqui apresentada . Primeiramente
colocamos o contexto linguı́stico do problema que tratamos e a seguir apresen-
tamos os resultados obtidos com a nossa metodologia. No final de cada capı́tulo
colocamos alguns apêndices com resultados relacionados que consideramos im-
portantes, mas de leitura não obrigatória. Todos os programas da reamostragem
foram feitos em linguagem S e rodados com o software S-PLUS. Os programas
para o cálculo da sonoridade foram feitos em PERL por Jesus Garcia.
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Capı́tulo 2

Definições e resultados que serão
utilizados

Neste capı́tulo definimos a classe de processos com os quais iremos trabalhar e
apresentamos algumas definições e resultados importantes na demonstração do
nosso resultado principal. Apresentamos também, na última seção deste capı́tulo,
um resultado novo relacionando os tempos de retorno das cadeias de ordem in-
finita com os tempos de retorno das cadeias de Markov aproximantes. Começamos
lembrando os clássicos resultados dados em Billingsley (1967) para processos
com uma certa estrutura de dependência que detalharemos a seguir.

2.1 Teorema Limite Central para sequências � mis-
turadoras

Seja ���������
	�� um processo estocástico estacionário. Vamos chamar de ��
����������
o espaço de probabilidades onde o processo está definido. Para ����� definimos a
� -álgebra gerada pelas variáveis aleatórias ���������������! como "  � . Chamamos de
"$#� a � -álgebra gerada pelas variáveis aleatórias %&�'�(������)+*,�������.- e chamamos
de " � / # a � -álgebra gerada pelas variáveis aleatórias %0�����1���'� / *2�����&- .

Dizemos que a sequência �3�!�4���
	�� é � -misturadora se existir uma função �65798 :
, com �;� �<� 8 =

, quando �
8 >

tal que para cada �@?BA , CD*FEG"IH/ # e
C � EJ" #� tivermos que

K �L�MCN*1�OC � �QP@�L�MCN*R�S�L��C � � K0T �;� �<���L�MCN*O�,� (1)
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Dizemos que �3��������	1� é � -misturadora se para uma função � 5 7 8 :
com

� � �<� 8 =
, quando �

8 >
, valer que

K � ��C�*��RC � � P � ��C�*2�S�L��C � � K0T � � � �S�L��C�*O���L�MC � �,� (2)

O Teorema Limite Central para sequências � misturadoras apresentado em Billings-
ley (1967) diz o seguinte:

Teorema 2.1. Seja ���1�����
	�� um processo estacionário � -misturador assumindo
valores em

:
com � � � *�� � � �<� � >

e suponhamos que � H tenha média zero e
variância finita. Então a série

� �#��
� ��� H �
	��

#

��� *

� ��� H � � � (3)

converge absolutamente. Além disso, chamando � � � �(*�	�� � 	 ������	��2� , se
� �#��

=
, então A�

�
�+� 8 � � = � � �# �2� (4)

Mesmo no caso em que o número de termos usados para estimar a média é
aleatório o Teorema Limite Central para a média ainda é válido devido ao seguinte
teorema também dado em Billingsley (1967).

Teorema 2.2. Seja ���
��� uma variável aleatória com valores inteiros positivos.
Suponhamos que �(�

�����
8 �

(5)

onde
�

é uma constante positiva e a sequência �M� � � tende para o infinito. Se as
hipóteses do teorema 2.1 forem satisfeitas, então

A
� � �

�+���8�� � = ��A(�
implica

A
� � �(� �! #" �

8$� � = ��A&�,�
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Este resultado não nos permite fazer inferência sobre � uma vez que não con-
hecemos a verdadeira variância � �# . No capı́tulo 4 propomos um procedimento de
reamostragem baseado em tempos de retorno da primeira sequência de tamanho

�
da amostra para estimar a variância. Com isso evitamos o problema de estimar

as covariâncias de todas as ordens que aparecem no segundo termo da expressão
de ���# em (3).

2.2 Cadeias de ordem infinita

Definiremos agora a classe de processos com os quais iremos trabalhar ao longo
desta tese.

Seja ��� ��� ��	1� um processo estacionário assumindo valores em um alfabeto
finito � . Adotaremos aqui o ponto de vista construtivo apresentado em Fernández,
Ferrari e Galves (2001). Assim sendo, �M
��R������� será o espaço de probabilidades
no qual está definida a sequência de variáveis aleatórias uniformes e indepen-
dentes, que daqui para frente chamaremos ��� � � �
	�� , com as quais construiremos
todos os processos aqui considerados. Isto aparecerá claramente quando con-
struı́rmos o acoplamento maximal na próxima seção.

Vamos utilizar a notação

� ��� H
K � / *2�	� / � ������� � � � � � H � � H�

 �

/ * � � / *,��� / � � � / � ������� �
para denotar a versão regular da probabilidade condicional do processo.

Daqui em diante utilizaremos a notação � para o passado � �������	� � �	�<*�� e ��� / ��
 / *��
para ��� � �������1�	� / *�� .

Os processos com os quais trabalharemos diferem entre si de acordo com
hipóteses a respeito de sua continuidade e positividade que detalharemos abaixo.

Hipóteses de continuidade

A taxa de continuidade ����� ���.	�� é definida por

��� � ������������ �! � / � 
#"#"#" 
 H 


� ��� H

K � / *,�	� / � ������� �QP � �%$ H
K $ / *O�&$ / � ������� � 

 � (6)

onde o sup é tomado sobre todos os pares de sequências cujas coordenadas coin-
cidem de P(' até

=
.

O processo � � � � é chamado contı́nuo se
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�������� # ��� �
= � (7)

Uma noção mais forte de continuidade, frequentemente utilizada na literatura
involve o que chamamos de taxa de log-continuidade

�	� 5 � ������ � � � �! � / � 
#"#"#" 
 H





� ��� H

K � / *,�	� / � ������� �� ��$ H
K $ / *2�	$ / � ������� � P A 





� (8)

Aqui o sup é tomado sobre todos os pares de sequências cujas coordenadas coin-
cidem de P�
 até

=
.

O processo � � � � é chamado log-contı́nuo se
�����
� � #

�	� 8 = �
Nesta tese trabalharemos com processos contı́nuos.

Hipóteses de positividade

Um processo é chamado fracamente não-nulo se satisfaz

�2	
�

�����
�

� ��� K � � �
= � (9)

E é chamado de fortemente não-nulo se satisfaz
������ 
 � � ��� K � � �

= � (10)

Nesta tese utilizaremos uma condição mais fraca que fortemente não-nulo que
chamaremos de fortemente não-nulo para sequências admissı́veis.

Um passado � é admissı́vel para um sı́mbolo ��E � se,

� ��� K � � �
= �

Chamamos de � � ao conjunto das sequências admissı́veis para o sı́mbolo ��E� , isto é � � � % � 5 � ��� K � � �
= - . Dizemos que um processo é fortemente

não-nulo para sequências admissı́veis se para cada ��E �
�����
� 	���� � �M� K � � �

� � (11)

com
�
�
=
.

Em Fernández, Ferrari e Galves (2001), �3�!������	1� é uma cadeia de ordem infinita
do
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1. Tipo A se o processo é contı́nuo e fracamente não-nulo;

2. Tipo B se é log-contı́nuo e fortemente não-nulo.

Neste texto chamaremos de cadeia de ordem infinita do tipo C se ela for
contı́nua e fortemente não-nula para sequências admissı́veis.

2.3 Acoplamento maximal

Todos os resultados que citaremos nas próximas seções e também os resultados
apresentados nesta tese utilizam o mesmo acoplamento, chamado maximal, que
detalharemos a seguir. Lembramos que um acoplamento entre dois processos
estocásticos � � ����� �S��	1� e � � ��� � �S��	1� tomando valores em � é qualquer

processo � �� � �� � � � �� � � �� ���S��	�� tomando valores em ��� � tal que
�� �� � e�� �� � . A seguir definimos um acoplamento maximal entre uma cadeia de ordem

infinita e uma cadeia de Markov de ordem
�

. O acoplamento maximal é definido
da seguinte forma: dado um duplo passado ��� �	$ � , definimos,��	 �
�� ����� �&$ � 5 � � �M� K � ��
 � � ��� �M� K $ �� ����� �&$ � 5 � � � ��� K � �QP � � ��� ��� K $ ����� =


&����� �	$ � 5 � � � � ��� �M� K $ �QP � �M� K � ����� =
����
��

onde � � ��� �M� K � � � � �3� � ���
H � � K � � ���/ # 
 / * � � / # 
 / *��2� Observamos que


�O	
� � �4��� �&$ �
	



�2	
�

� �4��� �	$ � � A
e 


�O	
� � ����� �&$ �
	


�2	
� 
��4��� �&$ � � A��

Agora suponhamos, sem perda de generalidade que � � %0A�� � �������,� K � K - . Para
cada par de passados ��� �&$ � , podemos considerar duas partições de � = ��A�� , cada
uma feita de � K � K intervalos,

%�� � 
 �* �������,��� � 
 �� � � ��� � 
 �* ����������� � 
 �� � � - e %�� � 
 �* ����������� � 
 �� � � � � � 
 �* ��������� � � 
 �� � � - (12)

formado por intervalos de comprimentos
K � � 
 �� K

� � �4��� �	$ � �
K � � 
 �� K

� � ����� �	$ � e
K � � 
 �� K

� 
��4��� �&$ � �
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para todo ��E � .
Seja ��� � � �
	�� a sequência variáveis aleatórias uniformes independentes uti-

lizadas na construção dos processos. Dados dois passados � �	$ , definimos � � 
 �� da
seguinte maneira. Se �

T P A :
� � 
 �
H 5 �

� ��� �O� � se � H E � � 
 �� �
��� �O�,� se � H E � � 
 �� � � � 
 � �

Se � ? =
, definimos por indução:

� � 
 �� 5 �
� ��� �O� � � se � � E � � 
 �� �O��E �
��� �O�,� � se � � E � � 
 �� � � � 
 � �O���� �(�

Observamos que a cadeia � � 
 �� tem como versão regular da probabilidade
condicional a matriz

�� ���M� �R�1� K ��� �	$ ��� 5 �
� K � � 
 �� K

se � � �(�K � � 
 ���� � � 
 � K
se ���� �(�

2.4 Resultados para cadeias de Markov de ordem k

Lembramos agora algumas definições e resultados relacionados ao encontro de
duas trajetórias de uma cadeia de Markov utilizando o acoplamento maximal. Seja
� � ��� 
 ���
	 � uma cadeia de Markov começando em � � ���/ � )+* � � *O�������1��� � ���

H$� � � .
Construı́mos duas trajetórias acopladas da cadeia de Markov,

��� � ��� 
 � �
	 �� � �
� / � )+*
e � � � ��� 
  �
	 �� � ��� / � )+* �
Para cada

� E 7 , o primeiro instante em que as trajetórias se encontram é definido
como ��� ���
	 � 
  ��
	 ��� � ����� % �G5�� � ��� 
 ���
	 �� � � � ��� 
  ��
	 �� � � ? A4-0� (13)

Seja �
� �

������ 	 � � 
 � 	 � � 
 �O	 � � � � ��� �M� K � ��
 � � ��� ��� K � � � � (14)

Temos para cada instante � que ( ver Ferrari e Galves, 2000)
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� � � � ��� 
 � �
	 �� � � � ��� 
  �
	 �� � ?
�
� � (15)

Então,
� � � � � �
	 � 
  �
	 � � � � � T �RA P

�
� � � � (16)

Vamos agora encontrar uma cota inferior para a probabilidade de ocorrência
de uma sequência de tamanho

�
. Esta cota será utilizada em várias demonstrações.

Seja � � %&� � ���* 
 � � �<* 
 � - ,
� � � � �



��� ��� �
	 ��	 � � � � � � ���/ � )+* 
 H � � / � )+* 
 H � � � � � ���

� � � � K � � ���
� / * 
 H � � � / * 
 H �

� � � � � ���
� / * � � � / * K � � ���

� /
�

 / * � � � /

�

 / * � ������ � � � � ���* � �<* K � � ���/ � )+* 
 H � � / � )+* 
 H � � (17)

Sequências admissı́veis para o sı́mbolo � E � neste caso são aquelas em que� � ��� ��� K � � / * 
 H � �
=
. Mas a soma para sequências não admissı́veis é zero. Podemos

então considerar a soma apenas para sequências � / � )+* 
 H admissı́veis. Chamare-
mos o conjunto das sequências admissı́veis para cadeias de ordem

�
de � �� . Então,

pela estacionaridade segue que

� � � � ? � �����
�2	
� 
 ��� ��� �
	 ��	 � �� � � ��� � � K � � ���/ � )+* 
 H � � / � )+* 
 H ���

� � (18)

Mas �����
�O	 � 
 � � ��� �
	 � 	
� �� � � ��� �S� K � � ���/ � )+* 
 H � � / � )+* 
 H � �

� �
Logo,

� �	� � ? � � � � � (19)

2.5 Aproximações markovianas para cadeias de or-
dem infinita

Nesta seção apresentamos uma estimação da velocidade de convergência das aproximações
markovianas para cadeias de ordem infinita. Se as taxas de continuidade da cadeia
de ordem infinita são somáveis é mostrado que a velocidade de convergência é
proporcional a estas taxas. O resultado foi primeiramente provado para cadeias
do tipo B com taxas log-contı́nuas somáveis e posteriormente, em Fernández
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e Galves (2001), ele é estendido para cadeias do tipo A, com taxas contı́nuas
somáveis.

Definição 2.1. A aproximação markoviana de ordem
� E 7 de um processo esta-

cionário ���������
	�� é a cadeia de Markov estacionária de ordem
�

tendo como
probabilidades de transição,

� � ��� ��� K � * 
 � � 5 � �L��� � )+* � � K ��� � ���(��A T���T � � (20)

para todo inteiro
� ? A e � * 
 � �O� E � .

Definição 2.2. A distância � entre dois processos estacionários � e � é definida
como

� �3�J��� � � ������� � � �� H �� �� H � 5'� �� � �� � acoplamento estacionário entre X e Y � �
Teorema 2.3. Seja � � �3��� �S��	1� uma cadeia de ordem infinita do tipo A com
taxa de continuidade somável �%��� ��� � * . Então existe uma constante 	 �

=
tal que,

para todo
� ? A , 
� �3�J��� � ��� � T 	 � � �

onde � � ���
� ��� � ���� ���
	�� é a aproximação markoviana canônica de ordem

�
do

processo � .

2.6 Tempos de renovação para cadeias de ordem
infinita

Introduzidas por Fernández, Ferrari e Galves (2001) as misturas enumeráveis de
cadeias de Markov (CMMC) são cadeias de ordem infinita cujas probabilidades de
transição são combinações convexas enumeráveis de probabilidades de transição
markovianas de ordem crescentes. Isto é, elas são da forma

� ��� K � � � � H � H ��� �
	 #

��� H �

� � � ��� K � / ��
 / *�� (21)

onde � � ? =
, � #��� H � � � A , e cada para cada

� ? A , � H �M�
K � / ��
 / *�� é uma transição

markoviana de ordem
�

para
� ? A , onde � H é uma medida de probabilidade em

A. As transições regidas por (21) podem ser pensadas como se resultassem de
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dois mecanismos aleatórios independentes. Primeiro um inteiro
� ? =

é escol-
hido com probabilidade � � , e, em seguida, um sı́mbolo é escolhido levando em
consideração apenas os

�
últimos sı́mbolos da cadeia de acordo com a probabili-

dade de transição de ordem
�
, � � . Portanto, cada transição depende na verdade de

um número finito, mas aleatório, de estados precedentes. Raftery (1985a, 1985b)
estudou uma expressão parecida com 21, mas com a ordem

�
assumindo ape-

nas valores finitos. Ele utilizou o nome de mixture transition distribution (MTD)
model ( ver também Raftery and Tavaré, 1994).

Uma das vantagens deste tipo de processo é que um algoritmo de simulação
pode ser facilmente construı́do com base em uma sequência dupla de variáveis
aleatórias uniformes independentes � � ! ��� ! � ! 	1� . Usamos a primeira variável aleatória
uniforme para escolher a ordem de dependência do passado. Usamos a segunda
variável aleatória uniforme para gerar a transição de ordem

�
.

Em Fernández, Ferrari e Galves (2001) é mostrado que toda cadeia de ordem
infinita com taxas contı́nuas é uma mistura enumerável de cadeias de Markov
(CMMC). Vamos usar este fato para mostrar a relação entre tempos de renovação
em cadeias de ordem infinita e cadeias de Markov. No texto abaixo transcrevemos
algumas definições relacionadas aos tempos de renovação para CMMC’s.

Dada uma CMMC, para todo instante �6E�� , definimos as ordens aleatórias� � como � � �
� � se � � E ��� ! / *,��� ! � � (22)

onde � � � � � ! � H � ! . A lei de
� � é dada pelos coeficientes de mistura � � , � �A���� ������� . 	
� � � �

� � � � �;� (23)

O tempo de renovação para a janela ��� ��������������
;� é dado por� � 'S�
� � 5 � �������
�
T 'Q5 �

T
��P � � � para todo � E � � ��� � � (24)

com a convenção de que
� � 'S�
� � � P > se o conjunto do lado direito é vazio. No

caso em que ' � � escrevemos
� � ' ��5 � � � '��&' � .

Para um ' fixo, a sequência de tempos de renovação
� � 'S�
� � para � ? ' é

decrescente. A monotonicidade da sequência �
� � 'S�
� � ��
 implica na existência do

limite � � 'S� 	 > � 5 � �����

 � #

� � 'S�
� ��� (25)

Definição 2.3. Se
� � 'S� 	 > � � >

então ' é chamado de tempo de renovação da
CMMC.
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É fácil ver que um instante ' E � será um tempo de renovação de ���'�����
	�� se� � ) 
 T � para todo � ? A .
Sejam � � � �S��	1� os tempos ordenados tais que

� * 5 �
����� % � � = 5

� � � � 	 > � � � -� ! 5 �
����� % � �

� ! / * 5 � � � � 	 > � � � -0� para
�
� A �� ! 5 � ����� %

� � � / ! )+* 5 � � � � 	 > � � � - para
� T = � (26)

Estes tempos de renovação � � ���S��	1� dividem a cadeia ���!�����
	�� em blocos in-
dependentes (ver, por exemplo, Teorema 2.2.11 em Guiol, 2001). Consequente-
mente, temos que � � � �S��	1� também dividem a sequência��� ���G��� �
	�� em blocos independentes, onde � 5 � 8 :

é uma função qualquer.

2.7 Relação entre tempos de renovação de uma cadeia
de ordem infinita e das cadeias de Markov aprox-
imantes

Vamos utilizar o fato de que podemos escrever uma cadeia de ordem infinita como
uma CMMC para mostrar que sempre que ocorrer um tempo de renovação na
cadeia de ordem infinita este tempo será também de renovação na cadeia de ordem

�
aproximante, para todo

�
.

Para uma cadeia de ordem infinita podemos decompor

� ��� K � � �
#

� � H � �

� �
��� K � / � 
 / *��,� (27)

Em Ferrari, Fernández e Galves(2001), a demonstração de que toda cadeia de
ordem finita com taxas de decaimento contı́nuas é uma CMMC é feita dando uma
forma explı́cita para os � �� 
 e os � �� 
 que é dada . Em particular,

� � � � �
� � ��� 	 � � 
 �O	
� � �
��� K � / � 
 / *�� � (28)

onde � H ��� � �
���	�
� � �M� K	� �� �
��� K � / � 
 / *�� �
���	�
� � �M� K � / � 
 / * � � � (29)
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Fazemos o mesmo para a aproximação canônica cuja probabilidade de transição
é � � ���

. De forma semelhante podemos decompor � � ��� ��� K � / ! 
 / *�� como

� � ��� ��� K � � �
�

� � H � �

� �
��� K � / � 
 / *��,� (30)

� � ���� � � �
� � � � 	 � � 
 �2	
� �

� ���� ��� K � / � 
 / * � � (31)

onde � � ���H ��� � �
�����
� � � ��� ��� K	� �� � ���� ��� K � / � 
 / *�� �
�����
� � � ��� ��� K � / � 
 / * � �;�FA T �!T � � (32)

Lema 2.1. � �� ��� �;? � �
��� � � � A�� �;����� (33)

Demonstração
Por definição� � ���� ��� K � / � 
 / * � � �����

� � � ��� �M� K � / � 
 / * � � � �����
� � � � � ��� 	 � � � � ��� ��� K � / � 
 / * � / � ��)+* � 
 / � � (34)

e � � ��� ��� K � � � � �M� K � / ��
 / * � � (35)

Temos que

� ��� K � / ��
 / * � �

� ��� 	 � � � �M� K � / � 
 / *2�&$ /�� 
 / *S� � �%$ /�� 
 / * K � / ��
 / *�� � (36)

Mas � �M� K � / ��
 / *R�&$ /�� 
 / *��;? � � � ) � �� �M� � para todo
�
� A���� �������,� � � e

� � ��� 	 � � � �%$ /�� 
 / * K � / ��
 / *�� � A .
Lembramos que, pela definição (2.1) da cadeia de Markov aproximante,

�����
� � � 	 � � � � ��� �M� K	� / ��
 / *�� �

�����
� � � 	 � � � �M� K � / ��
 / * �;� (37)

Logo � �M� K � / � 
 / *��;? � � � ) � �� �M� �;� (38)
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Portanto, � � ���� ��� �;? � � � ) � �� ��� � � (39)

Logo a sequência � � � � �� ��� ��� �
	�� é monótona decrescente limitada e, portanto con-

verge. Finalmente temos que � � � ) � �� �M� � converge para � H ��� � , pela continuidade,
pois ��� 8 =

.
Como � � � � �

� � ��� 	 � � � �O	 � � �4�M� K � / � 
 / *�� e � � ���� � � �
� � ��� 	 � � � �O	 � � � ���� ��� K � / � 
 / *�� ,

o Lema 2.1 implica que 

! � ! T 
 ! � � ���! (40)

Lembrando que � � � � � � ! e definindo �
� ���� � �

� � � ���! , temos que

� � T � �� ��A T���T � �
Seja

� � a ordem aleátória da cadeia de ordem infinita e
� �� a ordem aleátória

da cadeia aproximante de ordem
�
.

Lema 2.2. Existe um acoplamento tal que

� � ? � �� � para todo n � (41)

Demonstração
Definimos

� � � 'S� 
�� � � / * T � � T � �<�� �� �
� � 
�� � �� / * T � � T � �� � (42)

Podemos escrever

� � �
#

� � * ' ����� � ���	� "
� ��� � (43)

� �� �
�

� � *

� ��� �	� � �	� "
� " � � � (44)

Como � ! T � �! ��A T � T �
, sempre que

� � � ' , temos que
� �� � ' . Portanto a

ordem aleatória
� � ? � �� .
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Teorema 2.4. Se � � �����
	�� e � � �� ���
	�� estão acopladas como em (42), se � E � é
ponto de renovação de �3�������
	�� , � é também um ponto de renovação de �3� � ���� ���
	�� ,
ou seja, se � �&) 
 T � � � ���) 
 T � ��� � E 7 � � (45)

Demonstração
Consequência imediata dos lemas (2.1) e (2.2).

2.7.1 Aplicação dos tempos de renovação

Nesta seção apresentamos uma aplicação dos tempos de renovação em cadeias de
ordem infinita que utilizaremos mais tarde na demonstração da proposição 3.1 do
Capı́tulo 3.

Sejam � � � � ��	1� tempos de renovação de �3�!�����
	�� dados (26) e � 5 � 8 :
uma função qualquer. Definimos

� ! � � �3� ! �QP � % � �3� ! �O-
e � ! �

� � � �

� � � � )+*

� �
Pela propriedade da renovação, os � �! 
 são variáveis aleatórias i.i.d. de média

zero.
Temos que � � � �

�! � * � ! é um martingal. Por cálculos simples de martingais
mostra-se que � �� P � �! � * � �! também é um martingal de média zero. Então

� % �
�


! � * � ! � � - �
� %

�

! � * � �! - �

Segue pelo teorema de parada ótima que, se � for um tempo de parada para o
martingal, teremos então que

� % � �� - �
� %�� - � % � �* - � (46)

Observação Pelos resultados da seção anterior, � � � �
	�� serão também tempos
de renovação da cadeia de ordem

�
aproximante, para todo

�
. Então (46) também

é válido se considerarmos uma função de uma cadeia de Markov de ordem
�

, para
cada

�
.
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Apêndice
�
A :

Propriedades de mistura das cadeias de Markov

Vamos mostrar agora que, para cada
�

, a cadeia de Markov ordem
�
, ��� � ���� ����	1� , é

� -misturadora. Sejam os cilindros

� * � %&� � ���/ � � )+* � � � *2����������� � ���
H � � �3-

e � � � %&� � �����)+* � ��*,����������� � �����)�� � ���1-0�
Sem perda de generalidade podemos assumir que � �

� ' . Vamos chamar

� ! � %&� � ���! � )+* 
 � ! )+* � � � � ! � )+* 
 � ! )+* � � � � � = ��A4�������,� '+P�A�- �
Temos que

� � � � �&� *�� � � �%�D*R�S�L�%� � K � *�� �
� �L�%� *O�S�L�3� � �����)+* 
 �&)�� � ��* 
 � K � � ���/ � � )+* � 
 H � � * 
 � � �

� �L���D*R��� � �D*2� � � �������1� � � K �D* �
� �L���D*R��� � � � K � � / *���� � �(� / * K �(� / � �L����� � � � * K �D*�� �

Além disso,
�L�%� *R���L��� � � � �L���D*O���L��� � �����)+* 
 �&)�� � ��* 
 �O� �

� �L���D*R��� � �D*2� � � �������,� � � �
�L���D*R��� � � � K � � / *���� �	� � / * K �(� / � �L����� � � � � K �D*���� � � *�� �

Então, K � � � � � *�� P �L���D*O���L��� � � K0TT � �L��� � ����&)+* 
 �&) � � ��* 
 � K � � ���/ � )+* 
 H � � * 
 � �QP@�L�3� � �����)+* 
 �&) � � ��* 
 � � �� �L���D*R��� � � � K � � / *���� � �(� / * K �(� / � � ����� � � � � K � *�� � (47)

PortantoK � � � � K �D* � P � ��� � � � � K0T K � � � � ���� 
 �&) � / * � ��* 
 � K � � ���/ � � / * � 
 H � � * 
 � � PF� � � � ���� 
 �&) � � ��* 
 � � K0TT � � � �  ��
	 � 
 ���
	 ��� � � � T ��AFP
�
� � � � (48)

Logo,

K � � � � K �D* � P@� ��� � � � � K0T � A P
�
� � � � (49)

Então chamando ��A�P
�
� � � � � � � � � fica demonstrada a propriedade � -misturadora

para cada
�
.
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Cadeias de Markov de ordem � são � -misturadoras

Para demonstrar que ��� � ���� ����	1� é � -misturadora, retomamos a expressão (47),
multiplicamos e dividimos por � � � * � :

K � � � � K �D*�� P � ��� � � � � K0T K � �S� � ���� 
 �&) � / * � ��* 
 � K � � ���/ � � / * � 
 H � � * 
 � � PF� �S� � ���� 
 �&) � � ��* 
 � � K0T
T � �L��� � ����&)+* 
 �&) � � ��* 
 � K � � ���/ � )+* 
 H � � * 
 � �QP@�L�3� � �����)+* 
 �&) � � ��* 
 � � �
� �L�%� *2�S� � � � K � � / * � � � � � / * K � � / � � ������� � � � K �D* � � � �D* �

� � �D*�� � (50)

T ��A P
�
� � � �L���D*O���L��� � �
� � �D*�� � (51)

mas, por (19), � � �D*�� �
� �

, portanto, para cada
�
, fazendo

� � � �<� �
�RA P

�
� � �

� � �
temos que a cadeia de Markov de ordem

�
é � -misturadora.
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Capı́tulo 3

Reamostragem para sequências de
cadeias de Markov

Seja uma função � 5�� � 8 :
. Consideremos uma cadeia de Markov de ordem

�
, �3� � ���� ���
	�� , e seja

�
� ���
�
� � � �3� � ���

H ����������� � ���� � � �
Sem perda de generalidade, podemos considerar apenas o caso em que � � A . O
objetivo deste capı́tulo será propor um estimador para �

� ���
com boas propriedades

assintóticas que nos permita estimar a sua variância.
Observamos que se considerarmos uma amostra � � ���* ����������� � ���� da cadeia � � � ���� � ,

um estimador natural para �
� ���

é dado por

�

�
� ���� �

A
�

�

! � * � ��� � ���! � (1)

A consistência de
�

�
� ���� segue diretamente do teorema ergódico. Como cadeias

de Markov são � -misturadoras, a normalidade assintótica segue do Teorema 2.1
(com algumas hipóteses nos coeficientes de mistura). Mas neste caso não teremos
um estimador da variância de

�

�
� ���� .

3.1 Reamostragem sequencial

Em Athreya e Fuh (1992) é apresentado um procedimento de reamostragem para
uma única cadeia de Markov de ordem um. Nesta seção este procedimento é gen-
eralizado para uma sequência de cadeias de Markov com alcances

�
crescendo
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para infinito. Este resultado é a principal ferramenta para a demonstração do
Teorema Limite Central da Reamostragem para cadeias de ordem infinita que dis-
cutiremos na Seção 2.2.

Seja �3� � ���� �S��	1� uma sequência de Cadeias de Markov com
�

� A�� � ������� , tomando
valores no alfabeto finito � . Consideramos que cada cadeia de Markov é ho-
mogênea no tempo.

Definimos uma taxa global de mistura para a sequência �3� � ���� ���
	�� ,
�

� A�� � �������
da seguinte maneira. Seja

� � ���� � 
 � � o conjunto dos cilindros entre � e � � � . Dize-
mos que uma sequência satisfaz a condição global de mistura se para cada inteiro
positivo � , existe �;� � � 8 =

, com � �;� � �;� >
, tal que

�	�����
 � 
 
 �	���� 	���� ���� � � 	 � � �	���	 	
��� ���� " 	 " ��� � 

 � ��
 K�� �FP@� ��
 � 


T

� � � � � (2)

Daqui em diante consideraremos apenas sequências de cadeias de Markov que
satisfazem (2).

O procedimento da reamostragem sequencial consiste no seguinte. Para cada
�
, consideramos uma amostra � � ���* ��� � ���

� ������� de ��� � ���� �S��	1� e olhamos para as ocorrências
sucessivas dos primeiros

�
sı́mbolos, � � ���* ����������� � ���

� . A propriedade de Markov de
ordem

�
da cadeia ��� � ���� �S��	1� implica que os blocos de valores delimitados pelas

sucessivas ocorrências são independentes entre si e identicamente distribuı́dos.
Fazemos uma reamostragem uniforme i.i.d. dos blocos delimitados por essas
ocorrências. A seguir apresentamos formalmente estas idéias.
Para cada

�
definimos a sequência de tempos de retorno � � � ���� � �2	�� como

� � ���! )+* �
�������

� � � � ���! 5 ��� � ���� ����������� � ���� ) � / * � � ��� � ���* ����������� � ���
� ��� � (3)

com � � ���

H � A .
O bloco � � ���! dos valores da cadeia �3� � ���� ���
	�� indo de � � ���! / * até � � ���! P A�� � �A��������,�
� � , é definido como

� � ���! � ��� � ���� � ���� � � ����������� � ���� � ���� / * � � (4)

Desta forma obtemos uma sequência de � � blocos, � � ���* �������1��� � ���
 � . O número de
ocorrências sucessivas dos primeiros

�
sı́mbolos, � � , é uma função de

�
que

explicitaremos oportunamente.
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Construı́mos uma reamostra da cadeia de ordem
�

fazendo uma seleção inde-
pendente e uniformemente distribuı́da destes blocos. Ou seja, para cada

�
, sejam

� *1� � �2�������1� � 
 � � � � variáveis aleatórias independentes com distribuição uniforme
no conjunto %0A4�������,�
� � - . Definimos os blocos reamostrados como� � ������ � � � � � � ���

� � � � � �
para ' � A��������,�
� � .

Os tempos de retorno na reamostra para ' � A��������1��� � são dados por

� � ������ � � � ������ / * 	 � � ���
� � � � � )+* P � � ���

� � � � � �
com � � �����

H � A �
Então, para A T �

T � � , cada bloco reamostrado fica� � ������ � ��� � ������ � �����" � � �������,��� � ������ � �����" / * �D� (5)

A reamostra � � ������ � é obtida concatenando os blocos � � �����* ��� � �����
� �������,��� � �����
 � , onde

�
�
� �


 �! � * K � � �����! K
.

Propomos um estimador para �
� ���
�
� � �Q�3� � ���

H ��� da seguinte maneira

�

�
� ���
�

A� � ���

 �

� � ���� �

� � * � ��� � ���� � � (6)

e sua contrapartida baseada nos blocos reamostrados como

�
� �����
�

A� � �����

 �

� � ������ �

� � * � ��� � ������ �,� (7)

Observação Se os primeiros sı́mbolos da amostra apresentarem uma estru-
tura periódica ( exemplo: abcabc...) pode acontecer de � � ���

� ser menor do que
�
. Neste caso, � � ���* e � � ���

� , ( e também outros blocos) teriam muitas observações
em comum. Para resolver este problema bastaria definir os tempo de retorno da
seguinte maneira

� � ���! )+* �
�������

� � � � ���! 	 � 5 � � � ���� �������1��� � ���� ) � / * � � � � � ���* ����������� � ���
� � � � (8)
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Esta modificação da definição dos � � ���! não acarreta em nenhuma mudança sig-
nificativa nas demonstrações. Além disto, em Collet, Galves e Schmitt (1999) é
mostrado que a probabilidade de aparecerem sequências periódicas de tamanho

�

tende a zero com
�
. Isto significa que, na prática, tais sequências não serão grande

um problema. Optamos então em deixar a definição dos � � ���! ’s como em (1).

3.2 Teorema Limite Central da Reamostragem para� � � ���
Para os estimadores da média definidos na seção anterior, temos que

Teorema 3.1. Seja �3� � ���� �S��	1� uma sequência de cadeias de Markov de ordens
% �

� A4� � ������� - , respectivamente, satisfazendo a condição global de mistura (2).
Então para � � � � � � � � , � �

� ' � ��A�� � � , temos para quase toda sequência de
realizações da cadeia que�

� � �����
 �� � ���� � � � ����� P �

�
� ���
	 8�� � = ��A(� � (9)

quando k diverge,
onde

� � ���
� �

���
������
�
� � � ������ �� � ��� � ������ �QP �

�
� ��� 





� � ���* �������1��� � ���� � ���� ���� � �����

 �

����� *�� � � (10)

Observamos que � � ���� é uma versão reamostrada de

� � ���
�

���
������
�
� � � ������ �� � �3� � ���� �QP �

� ��� �� � ���
 �
����� *�� �

(11)

e � � ��� 8 � quando
� 8 >

( ver apêndice � � ).
O Teorema 3.1 é válido para quaisquer sequências de cadeias de Markov sat-

isfazendo (2). Para utilizar os resultados de aproximação da cadeia de ordem in-
finita por sequências de cadeias de Markov apresentados em Bressaud, Fernández
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e Galves (1999), precisamos de um tipo especial de sequência de cadeias de
Markov, chamada de aproximação canônica, definida no capı́tulo 2. Mas o Teo-
rema 3.1 também vale para a aproximação canônica, como se vê no teorema
abaixo.

Teorema 3.2. Se ��� � ���� �S��	1� é uma sequência canônica de aproximações marko-
vianas temos que a condição (2) é satisfeita.

Demonstração
Consideremos a sequência canônica de cadeias de Markov aproximantes �3� � ���� ���
	��

definida em (2.1). Sejam os cilindros

� * � %&� � ���/ � � )+* � � � *2����������� � ���

H � � �3-
e � � � %&� � �����)+* � ��*,����������� � �����)�� � ���1-0�
Vamos construir duas trajetórias acopladas da cadeia de Markov,

��� � ��� 
 � �
	 �� � �
� / � )+* � � � � ��� 
  �
	 �� � �
� / � )+* �
usando o acoplamento maximal descrito na seção 2.2.
Lembramos que a probabilidade de que as duas trajetórias se encontrem satisfaz a
seguinte desigualdade

� � � �  ��
	 � 
 ���
	 � � � � � T � A P
�
� � � � (12)

onde
� �  ��
	 � 
 ���
	 � � , o instante de encontro das trajetórias, e

�
� são definidos em (13)

e (14), respectivamente.
Por (49), temos que

�	� �� 
 � �	���� � 	���� ���� � 	 � �	� ���� 	���� ���" 	 " ��� K � � � � K �D*��FP@� ��� � � � � K0T �RA P
�
� � � � (13)

Temos que mostrar então que existe
�
�

����� � � #
�
� para definir assim o coe-

ficiente global de mistura para a sequência de cadeias de Markov aproximantes.
Começamos lembrando que

K � ��� K � / # 
 / *��QP � � ��� ��� K � / ��
 / *�� K T � � � (14)

onde � � é a taxa de continuidade da cadeia de ordem infinita definida em (6). Este
resultado aparece como lema 5 em Bressaud, Fernández e Galves (1999).

32



portanto K � � ��� ��� K � / ��
 / * �QP � � � )+* � ��� K � / � � )+* � 
 / * � K0T � � � � (15)

Vamos avaliar
K � � P �

� )+* K . Começamos avaliando
K � � ��� �&$ �QP �

� )+*,��� �&$ � K , onde�
� ��� �&$ � �



�O	 � � � � ��� �M� K � / ��
 / *���
 � � ��� ��� K $ / ��
 / * � � �

Lembramos que

K � 
 �JP � � 
 � � K0T K �JP � � K � K � P � � K � (16)

Aplicando (16) para as probabilidades de transição em
K � � ��� �&$ � P � � )+*,��� �&$ � K ,

obtemos

K 

�2	
� � � � ��� ��� K � / ��
 / *���
 � � ��� �M� K $ / ��
 / *�����P 
 �O	 � � � � � )+* � ��� K � / � � )+* � 
 / * ��
 � � � )+* � �M� K $ / � � )+* � 
 / * ��� K0T
K 

�2	
�

� � � � ��� ��� K � / ��
 / *�� 
 � � ��� �M� K $ / ��
 / *���� P � � � � )+* � ��� K � / � � )+* � 
 / * � 
 � � � )+* � �M� K $ / � � )+* � 
 / * � � K
T 

�2	
�

K � � � ��� �M� K � / � 
 / *���
 � � ��� ��� K $ / ��
 / *S� � P � � � � )+* � �M� K � / � � )+* � 
 / *���
 � � � )+* � ��� K $ / � � )+* � 
 / *�� K
T 

�2	
�

� K � � ��� �M� K � / ��
 / * �,P � � � )+* � �M� K � / � � )+* � 
 / * � K � K � � ��� ��� K $ / � 
 / * �,P � � � )+* � ��� K $ / � � )+* � 
 / * � K
� �

K � K � � ��� � �($ �
Logo, para cada par ��� �&$ � , temos que�

� ��� �&$ � 8
�
��� �&$ �,� (17)

Logo, o limite
����� � � #

�
� �

�
existe e para cada � existe

�

H � � � tal que � � ?
�

H � � �;�
�
� E � � P � �

�
	 � � e, consequentemente,

�RAFP��
�
P � ��� � ? � A P

�
� � � (18)

para todo � . Além disto,
�
�
=
, pois estamos assumindo que a cadeia é do tipo C.

Então a condição global de mistura (2) é satisfeita fazendo

� � � � � �OA P �
�
P � ��� � � (19)

Isto encerra a demonstração do teorema.
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3.3 Resultados preliminares

Antes de provar o Teorema 3.1 precisamos de alguns resultados auxiliares.
Seja

� � ���! �
� � ���� / *

� � � � ���� � � �Q�3�

� ���� �;�

Informalmente falando, esta é a soma dos valores da função � dentro do bloco� � ���! . Sua versão reamostrada é dada por

� � �����! � �
� ���
� � �

� � ������ / *

� � � � ������ � � � ��� � ������ � �

Lembramos que
� ! � � � A�� � ������� são os ı́ndices dos blocos reamostrados obti-

dos através de sorteios independentes com reposição.
Nos lemas abaixo apresentamos alguns resultados úteis envolvendo estas so-

mas.
Vamos usar a notação

� � %0� - para designar
� %0� K � � ���* �������,��� � ���� � ���� � - e

� � � � %0� -
para ����� %0� K � � ���* �������1��� � ���� � ��� � � - . Observamos que

� � % � � �����* - �


� � * �

� ���� � � � * � � � � A
� �



� � * �

� ���� �
Lema 3.1. Temos que

1. � �
� 
 �


� � * �
� ������ P � � �����


 � �

�
� �����

�
= � (20)

2.

� � � � � 
 �

� � * �

� ������ P � � �����

 � �

�
� �����

�

 �

� � *�� �

� ���� P �

�
� ����� � � ���� )+* P�� � ����	��
 � � (21)

3.

� � % � �
� �����* P6� � � �����

� P � � �����* � �

�
� ��� 

� - � A

� �


 �

� � *

� � � ���� P ��� � �����)+* P � � ���� � �

�
� ��� � � �

(22)
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Demonstração
Para simplificar a notação, chamamos � � � ���! )+* P � � ���! � �

� �! .

1. � ��� 
 �

� � * �

� ������ P � � �����

 � �

�
� �����

�
� � 
 �


! � * �#� � ���
� ��P � �

� � �

�
� ��� � �

� � �

 �

� � * � �

� ! �
� � � � � ���� P � �� �

�
� ��� �

�

 �

� � * � � � ���� P � �� �

�
� ��� �


 �

� � * �

� ���� P�� � ���

 � �

�
� ���
�
= �

2.

����� �
� 
 �


� � * �
� ������ P � � �����


 � �

�
� ��� �

�
� � �


 �

! � * � � � ���

� � P � �
� � �

�
� ��� � � �


 �

� � * � � � ���� P � �� �

�
� ��� � � �

3. Análoga à do item anterior e será omitida.

Lema 3.2. Seja �3� � ���� ���
	�� uma sequência de cadeias de Markov de ordem
� E 7

crescente. Temos, para � � A4� � ������� , que���
�
��/
�� P �

/ ��� � ��� � �
 ��/ *�
T � % � � � * �

�

- T ���
�
��/
�� 	 �

/ ��� � ��� � �
 ��/ *�
� (23)

A principal ferramenta na demonstração deste lema é o Teorema 3.3 abaixo
que é apresentado em Abadi (2002). Antes de enunciar o teorema precisamos de
algumas definições:

Definição 3.1. Para um subconjunto �	�6
 dizemos que � E � � se e somente se

� � %&� H � � H �������1����� / * � ��� / *2- �
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Denotamos por � 5 
 8 
 a translação de um passo para a direita. Defini-
mos a periodicidade ��� de � , com respeito à translação � , como sendo

��� �
����� % � E 7 K � � � � � � � �� = - �

Denotamos por
� �

�
� � � �<� à famı́lia de sequências de tamanho � e period-

icidade ��� , isto é � �
� % � E � � K ��� � � -0�

De acordo com esta notação temos o seguinte resultado

Teorema 3.3. Seja � � ��� ��	�� um processo � -misturador com coeficiente de mistura
exponencial. Então, existem constantes estritamente positivas 
�* , 
 � e 
�� tais que
quaisquer que sejam � E 7

e $ * 
 � E � �
a seguinte desigualdade vale para todo

A ? � ? �
K � � � �* � �

K �<* 
 � � $ * 
 � � P � � �
/	� ��
 �
� �
	 � � � �
	 � � � K

T 
 * � / � � � � / � � � � � �<* 
 � � $0* 
 � � � (24)

onde � � � � � � �* � � � �
	 � K � * 
 � � $ * 
 � � .

Demonstração
Vamos usar o resultado acima para encontrar cotas inferior e superior para� % � �* - . Primeiro notemos que

� ��� � � * �
�

� � � �


� �
	 � � � � � ���* 
 � � �<* 
 � ��� �,� � �* �

�

� �
K � � ���* 
 � � �<* 
 � �

�


� �
	 � � � � � ���* 
 � � �<* 
 � ��� �,� � �* � � �

*�� � K � � ���* 
 � � �<* 
 � � � (25)

Denotando � � � � ���
� �<* 
 � � � � ���<* 
 � � e � � � K � � ���* 
 � � �<* 
 � � por � � � K �<* 
 � � , temos

� % � � � * �
�
- �

�
� ��� � � * �

�

� � ��� �
�

� 

� �
	 � � ���<* 
 � �S� � � � �* �

�

� �
K �<* 
 � � � �

�


� �
	 � � ���<* 
 � �

�
� � � � � * �

�

� �
K �<* 
 � � � �

�


� �
	 � � ���<* 
 � �

�
� ��� � � * � � �

*�� � K �<* 
 � ��� � � (26)
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Utilizando o Teorema 3.3, temos

� % � � �* �
�
- T 


� �
	 � � ���<* 
 � �
� � � � �

/	� � � � � �
	 � � � ��� � 	 
 * � ���<* 
 � � � / � � � ��� � � / ��� � � � � (27)

e

� % � � � * �
�
- ? 


� �
	 � � ���<* 
 � �
� � � � �

/	� � � � � �
	 � � � ��� � P 
 * � ���<* 
 � � � / � � � ��� � � / ��� � � � � � (28)

Apresentamos em detalhes os cálculos para (27). A integral do primeiro termo
fica

� �
�

�
/	� � � � � �
	 � � � ��� � � � � � � �

/	� � � � � �
	 � � � 
 ��/ * �	
 � ���
�
��/
�� � ���<* 
 � � ��/ * � (29)

A integral do segundo termo fica


 * � ���<* 
 � � � / ��� � � �
/ �

�
� ��� � � � � 
 * � ���<* 
 � � � / ��� � � � �

/ �
�
�


��/ * � 
 � �

/ ��� � � � 
 * � ���<* 
 � �
 ��/ *
�

�
Logo

� % � � �* �
�
- T 


� �
	 � � ���<* 
 � � � ���
�
��/
�� � ���<* 
 � � ��/ * 	 �

/ � � � ��� 
 * � ���<* 
 � �
 ��/ *
�

�N�

Por (19)
� � T � ���<* 
 � � T A . Então

� % � � �* �
�
- T 


� �
	 � � ���<* 
 � � � � �
�
��/
�� � � � ��/ * � 	 �

/ ��� � ���
 ��/ *� �N�
onde 
 � � 
 * � 
 � �

�
���

�
��/
�� � � � ��/ * � 	 �

/ ��� � � �
 ��/ *�
� (30)

Analogamente, verificamos que

� % � � �* �
�
- ? � �

�
��/
�� P �

/ � � � ��� � �
 ��/ *� � (31)

Observação Para � � A , de maneira análoga mostra-se que existem constantes
�� e 
�� tais que
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� % � �* - T A
� � 	 
�� � / ��� � � (32)

e � % � �* - ? A P 
�� � / ��� � � � � (33)

Lema 3.3. Se � � � � � � � � , com � � � A P � � ��� � � � , então

� % � � � * �
� -

� �
8 = � (34)

Demonstração
Pelo lema (3.2) temos que

� % � � �* �
� -

� �
T A
� � � � �

�
��/
�� � � � ��/ * � 	 �

/ ��� � ���
 ��/ *� � � (35)

Como o segundo termo à direita tende a zero com
�

, temos apenas que mostrar
que

� � �
��/
�� � � � ��/ * � 8 > �

quando
� 8 >

. Mas �
��/
�� � � � � � * � � � �
	 � K �<* 
 � � $ * 
 � �

��/
�

converge para uma
constante quando

� 8 >
. como

� � � A P � � ��� � � �;�
� � � �

� ��/ * � � �
� � � ) � ��/ * ������� � 8 = �

se
� 8 >

concluindo a demonstração.
Observação 1 Para � � A , basta tomarmos � �

��� ��A�� � � .
Observação 2 As constantes que aparecem no teorema (3.3) dependem, na

verdade, da função � � de mistura do processo. Ou seja, são funções 
 � � 
�� � .
Mas como vamos considerar apenas processos que satisfazem (2), as constantes
serão todas majoradas por uma constante 
�� .

Proposição 3.1. Existe uma constante 
 tal que

� % �
	 � �

� � * ��� ��� � ���� �QP �

� ��� � � � - ? 
 � % � �* - - � % �
	
�


� � 	 � )+* � � � � - � � (36)
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Demonstração
Sejam

� *2� � � ������� os tempos de renovação de �3�!������	1� ( também tempos de
renovação de ��� � ���� �S��	1� ) . Seja � �

����� % � ! �
� � ���* � � � A���� �������.- . Observamos

que os tempos de renovação não dependem de
�
. Seja

� � � � � ��� � ���� � P �
� ��� � ,

temos que

� % �
	 ��

� � *

� ��� � - �
� % �

	��

� � *

� � 	
	��


� � 	 �� )+* � � � � -
�

� % �
	��

� � *

� � � � - 	 � % �
	��


� � 	 � � )+* � � � � -
P � � % �

	��

� � *

� � � �
	��


� � 	 � � )+* � � � - � (37)

Mas

� % �
	��

� � *

� �1���
	��


� � 	 � � )+* � �1�O- �
� % �

	 � �

� � *

� � 	
	��


� � 	 �� )+* � �1�
	��


� � 	 � � )+* � ��-
�

� % �
	 � �

� � *

� �,���
	��


� � 	 � � )+* � ���O-
	 � % �

	��

� � 	 �� )+* � ��� � -

�
� % �

	��

� � 	 �� )+* � ��� � - � (38)

pois

� % �
	 � �

� � *

� �1�1�
	��


� � 	 � � )+* � �1�2- � � %
	 ��

� � *

� ��- � %
	��


� � 	 � � )+* � �&- � = � (39)

uma vez que
� % � 	 � �� � * � �(- � =

.
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Logo,

� % �
	 ��

� � *

� � � � - �
� % �

	��

� � *

� � � � - P � % �
	��


� � 	 �� )+* � �,� � -
? � % �

�

! � *

	 � � �

� � 	 � )+*

� � � � - P � % �
	��


� � 	�� � � � ��� � -
�

� % �
�

! � *

	 � � �

� � 	 � )+*

� � � � - P � % �
	
�


� � 	 � )+* � �,� � - �
Como � é tempo de parada, utilizando (46), temos que

� % �
�

! � *

	 � � �

� � 	 � )+*

� ��� � - � � %�� - � % �
	
�


� � 	 � )+* � ��� � - � (40)

Então

� % �
	 � �

� � *

� � � � - ? � %�� P A4- � % �
	
�


� � 	 � )+* � � � � - � (41)

Observamos que
� %��G-'? � � � % � �* - , com � � ? � (ver equação (??)). Logo

� % �
	 � �

� � *

� � � � - ? � % � � � % � �* - P A4- � % �
	
�


� � 	 � )+* � � � � -
? � � P � � � % � �* - - � % �

	
�


� � 	 � )+* � � � � - � (42)

Proposição 3.2.

� � % � � *
	 ��

� � * � � �3� � ���� �QP �

� ��� ��� � � ��� P �

�
� ��� �4- 8 = � (43)

quando
� 8 >

.
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Demonstração
Definimos os seguintes estimadores:

�

�
� ���* �

� 	 ��� � * �Q�3� � ���� �� � * � (44)

�

�
� ���
� �

� � � ���� �� � 	 � � )+* � ��� � ���� �� �
� 	 ����� 	 � �
 � � (45)

Então

� % � �*
	 � �

� � * � � ��� � ���� � P �

� ��� � � � � ��� P �

�
� ��� � - � P � % � � �* � � � �

�
� ���* P �

� ��� ��� �

�
� ��� P �

� ��� � - �
(46)

Somando e subtraindo
�

�
� ���
� no segundo fator, temos

P � % � � � * � � � �

�
� ���* P �

� ��� � � �

�
� ���
� P �

� ��� � (47)

P � % � � �* � � � �

�
� ���* P �

� ��� � � �

�
� ��� P �

�
� ���
� � � (48)

Ora, � � �* � � � �

�
� ���* P �

� ��� � é independente de � �

�
� ���
� P �

� ��� � , logo (47) fica

P � % � � �* � � � �

�
� ���* P �

� ��� ��- � % � �

�
� ���
� P �

� ��� �4- �
= � (49)

pois
� % � �

�
� ���
� P �

� ��� � - �
=
.

Além disto,
�

�
� ��� P �

�
� ���
� � � �

�
� ���* P �

�
� ���
� �

� �*� � ���
 � � (50)

Então o segundo termo (48) fica

P � % �
� �* � �� � ���
 � � �

�
� ���* P �

� ��� � � �

�
� ���* P �

�
� ���
� �4- � (51)

Consideremos o valor absoluto de (51):

K � % �
� �* � �� � ���
 � � �

�
� ���* P �

� ��� ��� �

�
� ���* P �

�
� ���
� �4- K T (52)

� % �
� � * � �� � ���
 � K � �

�
� ���* P �

� ��� � � �

�
� ���* P �

�
� ���
� � K -0� (53)
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Como
� ��� �O	 � �Q��� � T �

�
� ���* � �

�
� ���
�
T � � � �2	
� � �M� � , então

K � �

�
� ���* P �

� ��� ��� �

�
� ���* P �

�
� ���
� � K0T
 � . Logo a expressão acima é menor ou igual a

� % �
� � * � �� � ���

 � - T � % �

� � * � �
� � - 8 = � (54)

pelo lema (3.3), terminando a demonstração da proposição.

Lema 3.4. Para cada
�

, seja ��� � ���� ���
	�� uma cadeia de Markov de ordem
�

. Se a
sequência �3� � ���� ���
	�� satisfaz a condição (2), temos então que

�����
� � #

� � � � � ���* P � � � ���
� P � � ���* � �

�
� ��� � � �

� �
� � � ��� � ���* P � � � ���

� P � � ���* � �

�
� ��� � � � � � � =

(55)

Demonstração
A idéia da demonstração é encontrar uma majoração para o numerador e uma
minoração para o denominador, de tal forma que a nova fração resultante seja
maior que a apresentada em (55). A seguir mostramos que esta nova fração con-
verge para zero quando

� 8 >
, demonstrando, consequentemente, o lema (3.4).

Primeiro encontramos uma majoração para o numerador.

� � � � ���* P � � � * � �

�
� ��� � � � #


� � *
� �

��� 	 � � � ��� � �

� � * � �3� � ���� �QP �

�

�
� ��� � � �

como o alfabeto � é finito,
� ��� �O	
� � ��� � T � ��� � ���� � T � � � �2	
� � �M� ��� >

.
Também pela definição de

�

�
� ���

segue que
� ��� �O	 � �Q��� � T �

�
� ��� T ����� �O	
� � ��� � .

Logo
� � �3� � ���� �QP �

�
� ��� � T � � ��O	 � � ��� �QP � ����2	
� �Q��� � � 
 *

é limitado superiormente. Portanto
e � � � � ���* P � � � * � �

�
� ��� � � T 
 �* #


� � * � � �L� � � * � � � � 
�� � ��� � �* � � �2�
onde 
 * é uma constante que não depende de

�
, pois o alfabeto é o mesmo para

todo
�

. Desta maneira encontramos então uma majoração para o numerador. A
seguir tratamos de encontrar uma minoração não trivial para o denominador.
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Somando e subtraindo �
� ���

no denominador, temos que

� % � ��* � � � P � �* �

�
� ��� � � - �

� % �
	 � �

� � * � � ��� � ���� �QP �

� ��� � 	 � � * � � � ��� P �

�
� ��� ��� � - (56)

� % �
	 � �

� � * � � ��� � ���� �,P �

� ��� � � � 	 � � � * � � � ��� P �

�
� ��� � � � 	 � � �*

	 ��

� � * � �Q�3� � ���� �,P �

� ��� ��� � � ��� P �

�
� ��� � - �

(57)
Como

� � �* � � � ��� P �

�
� ��� ��� � ? =

,

� % � ��*�� � � P � � * �

�
� ��� � � - ? � % �

	 � �

� � * � � ��� � ���� �QP �

� ��� ��� � -

	 � � % � � *
	 ��

� � * � � �3� � ���� � P �

� ��� � � � � ��� P �

�
� ��� � - � (58)

Vamos analisar separadamente cada um dos termos da expressão acima.
Neste ponto a demonstração do lema (3.4) se reduz a mostrar que
�� � ��� � � * � � �� � � 
 � � ��� � � * �
	 � � � � -

8 = � (59)

quando
� 8 >

, onde o resto � � tende a zero com
�
. Mas isto é consequência

dos lemas (3.2), (3.3) , do teorema (3.3) e das proposições (3.1) e (3.2).

Lema 3.5. Seja �3� � ���� �S��	1� uma sequência de cadeias de Markov de ordens cres-
centes

�
. Se ��� � ���� �S��	1� satisfaz a condição (2), temos então, para quase todas as

realizações que

�����
� � #

� 
 �! � * � � � ���! P ��� � ���! )+* P � � ���! � �

�
� ��� � ����

� 
 �! � * � ��� � ���! P ��� � ���! )+* P�� � ���! � �

�
� ��� � � � � � � = � (60)

Demonstração
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Vamos primeiro mostrar a convergência em probabilidade do limite acima e
depois , usando Borel-Cantelli mostramos a convergência quase certa. Fazemos
como na demonstração do lema anterior. Primeiro majoramos o numerador e a
seguir minoramos o denominador e mostramos que a nova fração, maior que a
original, tende a zero quase certamente e o lema segue.

Seja � � ���! � � � � ���! P � � � ���! )+* P � � ���! � �

�
� ��� � �

Começamos multiplicando e dividindo (60) por � � . Podemos então escrever o
numerador como

� �� �
A
� �


 �

! � * � � � ���! � � �

Usando a desigualdade de Markov, temos que

� � � �
� � � � � T

� % � �� -
� � �

� % � � � ���! � � -
� �

T 
�� � % � � �* � � -� � (61)

Usando o lema (3.4) temos que (61) converge para zero de uma forma somável.
Portanto, por Borel-Cantelli, temos que o numerador é quase certamente limitado
superiormente.

O próximo passo é encontrar uma cota inferior para o denominador

� �	 � A
� �


 �

� � *

� � � ���� � � �
Para fazer isto usamos a desigualdade de Paley-Zygmund para

= � � �9A
� � � �	 � � � � � 	 ��� ? ��A P � � �

� � � �	 � �� ��� � �	 � � � �
Uma vez que

� � ���� e
� � ���* têm a mesma distribuição , temos que

� % � � �	 � � - � A
� �
� � � � ���* � � 	 � � � P�A(�

� �
� � � � � ���* � � � � � ���

� � � � �
Além disto � % � �	 - � � � � � ���* � � �
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Isto implica que

� � � �	 � � � � � �	 ��� ? � A P � � � A
� � � � � ���� � � � � � ���� � � �

� � � � � ���� � � � � P � � � � � ���� � � � � � ���� � � �

 � � � � � � ���� � � � � 	 � � � � ���� � �


 � � � � � � ���� � � � �
�

? ��AFP � � � A
� � � � � ���� � � �

� � � � � ���� � � � � P � � � � � ���� � � � � � ���� � � �

 � � � � � � ���� � � � � 	 � � � � ���� � �


 � � � � � � ���� � � � �
Agora aplicamos os lemas 3.2, 3.4 e novamente Borel Cantelli para concluir que
o denominador é quase certamente limitado inferiormente por � � � � � ���* � � . Temos
então quase certamente que (60) é menor ou igual a
�� � % � � �* � � -� � � 
 � � % � � �* �2- 	 � � � � � (62)

E reencontramos a expressão (59) do lema (3.4) que tende a zero de maneira
somável . Portanto, (60) tende a zero quase certamente terminando assim a demonstração
do lema (3.5).

Neste ponto estamos aptos para demonstrar o teorema 3.1.

3.4 Demonstração do Teorema Limite Central para� � � ���
Podemos reescrever a variável aleatória em (9) como

A� �� % 
 �
 ! � * � � �����! P � � �����

 � �

�
� ��� - (63)

que, por sua vez, pode ser escrito como

A� �� % 
 �
 ! � * ��� � �����! P6��� � ���
� � )+* P � � ���

� � � �

�
� ��� �2- � (64)

Uma vez que para cada
�

tomamos uma amostra de � � blocos, podemos pen-
sar nas variáveis ��� � ���! � ! 
 � 	 � , como um arranjo duplo. Temos que ��� � ���! � ! 
 � 	�� são
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independentes, pois o processo �3� � ���� �S��	1� é Markov. Chamando
� � �����! � ��� � �����! P

� � � ���
� � )+* P � � ���

� � � �

�
� ��� � , temos também o arranjo duplo reamostrado � � � �����! � ! 
 � 	�� .

Como
� � � � � �����! � �

=
(lema 3.1), pelo Teorema Limite Centralde Lindeberg-Feller

para arranjos duplos, o teorema 64 é verdadeiro se a seguinte condição é satisfeita

� � �O� � � �����* � � � % K � � �����* K
� �

�
� � � � � � � �����* � � - �

����� � � � � �����* � �
8 = � (65)

Temos que

� � �2� � � �����* � � � % K	� � �����* K
� �

�
� � � � � � � �����* � � �

����� � � � �����* �
T

(66)�
� � � � � �����* � �

�
�L� K	� � �����* K

� �

�
� � � � � � � �����* � � �

����� � � � �����* �
T

(67)�
� � � � � �����* � �

� � � � � � � ������ �

 ��� ������� � � � ������ �

����� � � � �����* � � (68)

�
� 
 �� � * � � � ���� P ��� � ���! )+* P � � ���! � �

�
� ��� � � ��

� � � 
 �� � * � ��� � ���� P ��� � ���! )+* P � � ���! � �

�
� ��� � � � � �

A última expressão foi obtida usando o lema 3.1. Então, pelo lema (3.5) segue
que, quando

� 8 >
, a condição (65) vale e fica demonstrado o teorema (64).
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Apêndice
�
� : Convergência da Variância Sequencial

Vamos mostrar que

� � ���
�

���
 �����
�
� � � ���� �� �Q�3� � ���� �QP �

� ��� �� � ���
 �
� ��� *�� �

(69)

converge para � # .

Começamos mostrando a convergência em probabilidade de
�
� � � ���� � �� � ���� � para 1.

� � 


� � ���
 �� % � � ���
 � - P A 

 �

� � T � % � � ���
 � P � % � � ���
 � - - �� % � � ���
 � - � � �

�
� % ��� � ���
 � � � - P � % � � ���
 � - �� % � � ���


 � - � � �

�
� � � % � � � * � � - 	 � � � � � P�A(� � % � �* - � P � �� � % � � * - �

� �� � % � � * - � � �

�
� % � � �* � � - P � % � � * - �

� � � % � � * - � � � � (70)

que, pelo lema (3.4), tende a zero de uma maneira somável. Logo
� � ���� �

�
� � � ���� � � converge

quase certamente para 1 e, consequentemente,
�
� � � ���� �� � ���� � também converge quase cer-

tamente para 1.
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Como
� % � � � ���� �� � � ��� � ���� �QP �

� ��� � - �
=
,

�����
��
 � � ���� �
 � � ��� � ���� �QP �

� ���
���� �

� %
� � ���� �

� � �3� � ���� �QP �

� ��� - �

�
� %

� � ���� �

� � �Q�3� � ���� �QP �

� ��� � � -

	 � %
� � ���� �

!��� � � �Q�3� � ���! �QP �

� ��� � � � �3� � ���� �QP �
� ��� � -

�
� % � � ���


 � - � % � � �3� � ���� �QP �
� ��� � � -

	 � %
� � ���� �

!��� � � �Q�3� � ���! �QP �

� ��� � � � �3� � ���� �QP �
� ��� � -0�

Então

�����
�
� � � ���� �� � �3� � ���� �QP �

� ��� �� � ���
 � �
� % � � ���


 � - � % � �Q�3� � ���� �QP �
� ��� � � -� � ���
 �

	
� % � � � ���� �!��� � � � ��� � ���! �QP �

� ��� � � �Q�3� � ���� �QP �
� ��� �4-� � ���
 � �

Chamando
� �� �

� % � � ��� � ���� �QP �
� ��� � � - �

como
�
� � � ���� � �� � ���� � tende a 1, temos o resultado esperado uma vez que � ��

8 � �# e

� % � � � ���� �!��� � � � ��� � ���! �QP �
� ��� � � � ��� � ���� �QP �

� ��� ��-� � ���
 � 8 =

pois as correlações decrescem de maneira somável.
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Capı́tulo 4

Reamostragem para cadeias de
ordem infinita

Neste capı́tulo tratamos da questão de estabelecer um Teorema Limite Central da
Reamostragem para a média amostral de funções cilı́ndricas de uma cadeia de
ordem infinita do tipo C.

Seja � 5 � 8 :
uma função definida em uma cadeia de ordem infinita do tipo

C. Sem perda de generalidade, podemos considerar apenas o caso em que � � A .
E seja

� �
� � � �3� H ����������� � �����

4.1 Procedimento de reamostragem

Seja ��*2��� � ������� uma amostra de uma cadeia de ordem infinita do tipo C. O método
de reamostragem que utilizamos é o mesmo utilizado no capı́tulo anterior para
sequências de cadeias de Markov.

Sejam

� ! )+*�� � � �
�������

� � � ! � � � 5 � � � ����������� � ) � / * � � � ��*,����������� � � � � (1)

com � H � � � � A , os tempos de retorno da primeira sequência de sı́mbolos � *2����������� �
na amostra. Deixamos o processo evoluir até que os

�
primeiros sı́mbolos apareçam

� � � � � � � � vezes. Chamamos de � ! � � � o bloco dos valores da cadeia entre � ! / *�� � �
e � ! � � �QP�A , isto é
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� ! � � � � ��� � � � � � � � ����������� � � � � � / * � � (2)

Desta forma obtemos uma sequência de � � blocos ��*1� � �2�������,��� 
 � � � � forma-
dos a partir da amostra inicial. Construı́mos uma reamostra da cadeia de ordem
infinita fazendo uma seleção independente e uniformemente distribuı́da destes
blocos. Formalmente, para cada

�
, sejam

� *�� � �,��������� � 
 � � � � variáveis aleatórias
independentes com distribuição uniforme no conjunto %0A4�������,�
� � - . Definimos os
blocos reamostrados como � �� � � � � � � � � � � � � � �
para ' � A4�������1�
� � . A

�
-ésima reamostra é construı́da concatenando os blocos

reamostrados � �� � � � .
Definimos os tempos de retorno reamostrados como

� �
H �

� � � A
e para ' � A��������1��� �

� �� � � � � � �� / * � � �
	 � � � � � � )+* � � �QP � � � � � � � � �;�
O � -ésimo bloco reamostrado, A T �

T � � � � � , é dado por

��� �� �" � � � � � � � �,����������� �� �" � � � / * � � ��� � � �� � � �;� (3)

O estimador natural para � com uma amostra de tamanho � 
 � � � � é dado por:

�

� � �
A� 
 ��� � �

� � � � � �

� � * � ������� (4)

e sua versão reamostrada é dada por:

�
�
� �

A� �
 � � � �
� �� � � � �

� � * � ��� �� � (5)

Para o estimador 4 segue que, pelo Teorema 2.1, satisfeitas as condições do teo-
rema, vale o seguinte Teorema Limite Central :

� � 
 � � � �
� #

� �

� � P � � �P 8$� � = ��A(�L� (6)
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quando
�

diverge.
A consistência de

�

� � segue diretamente do Teorema Ergódico, pois um processo
� P � �


 �
� � � ��� � é ergódico, portanto

A
�

�
 � � * � ��� � � 8 � � �Q�3� H ��� � ���
� �
� � � ��� �

8 > � (7)

Isto significa que

A
�

�
 � � * � � � A�
�

�
 � � * � ��
�
�8 �@� � � = � � � � � ��� �

8 > � (8)

Portanto, usando o teorema (2.2) e o lema (4.2) ( ver apêndice), que garante a
condição (5), nós temos que

�

� � P � �
8 =

Observamos que também aqui nem � , nem � são conhecidos.

4.2 Teorema Limite Central da Reamostragem para� ��
O principal resultado deste trabalho, que é um Teorema Central do Limite da
Reamostragem para o estimador apresentado em 5, é apresentado a seguir.

Teorema 4.1. Seja � � � � uma cadeia de ordem infinita do tipo C cujos coeficientes
de continuidade satisfazem P �����

�	��� ��� # ' / * ����� ��� � � � P � ��� � � � . Então, para
P ��� � � �;� � e � � � �

� �
, para quase todas as realizações da cadeia � � � � , temos�
� �
 � � � �� �� � � �

� P �

� � � �P 8$� � = ��A(� � (9)

quando
�

diverge, onde

� �� �
���
������

�
� � � � � � �� � ��� �� �QP �

� � 




��*2����������� � � � �� �
 � � � �

����� *�� �
� (10)
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Observamos que � �� , assim como � �

 � � � � , �

�� , e
�

� � , é uma função da amostra
��*2����������� � � � � � � e são, portanto, todos diretamente calculáveis, dada a amostra.
Além disto, a média considerada em (10) é tomada em relação às variáveis aleatórias
� *1� � �2�������1� � 
 � � � � , única fonte de aleatoriedade na reamostragem. Uma fórmula
explı́cita para � �� é dada no lema (3.1).

4.3 Demonstração do Teorema Limite Central da Reamostragem
para � ��

No capı́tulo anterior mostramos o Teorema Limite Central da Reamostragem para
sequências de cadeias de Markov de ordem crescente. Neste capı́tulo vamos
mostrar que o teorema permanece válido no caso de uma cadeia de ordem infinita
do tipo C. A demonstração do Teorema Limite Central para �

�� , teorema 4.1,
principal resultado desta tese, utiliza o resultado do capı́tulo anterior e também
resultados apresentados em Bressaud, Fernández e Galves (1999) que estão de-
scritos no capı́tulo 2.

Seja � � * 
 � � � � o conjunto onde �3��� �S��	1� e ��� � ���� ����	1� coincidem até o tempo� 
 � ,
� � * 
 � � � � 5 � %&� � ���� � � � � � � A �����1��� 
 � -0� (11)

O lema abaixo é uma adaptação de um resultado dado em Bressaud, Fernández
e Galves (1999a). A diferença é que aqui o tempo em que �3�'�����
	�� e �3� � ���� ���
	��
coincidem, � 
 � , é uma função crescente de

�
e é uma variável aleatória.

Lema 4.1. Seja �3���4����	1� uma cadeia de ordem infinita do tipo C com � � � �
/�� �

.
Se � �

��� � � � então temos que

�L��� � * 
 � � � � � 8 A (12)

quando
� 8 >

.

Demonstração
Em Bressaud, Fernández e Galves (1999) é demonstrado para cadeias do tipo A
que

� %���* 
 � - ? AFP A P � A P �� � � �� ) #� � H � A P �� � � ? A P 
 � �� � 8 A�� (13)
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pois
�� � � �

/�� �
, onde � �� �����
	�� é definido como�	 
 �� H � AFP ����� �2	
� 
 � 	
� � �M� K � �,��� � �

� ��� � �� H � � "� � �
onde � � , definido em (2.1), é a taxa de decaimento da cadeia de ordem infinita. O
resultado segue, obviamente, para cadeias do tipo C.

Segue diretamente da demonstração de (13) que � � �'* 
 � � � �%� 8 A , onde � � � � é
uma função crescente determinı́stica de

�
com �Q� � � � � /�� � 8 =

.
Para mostrar o resultado para � 
 � , observamos que, para � � � A , função não

aleatória de
�
, vale que

� � � � � * 
 � � � � � � � � � � � * 
 � � � � � � 
 � � � � �	 � � � � � * 
 � � � � � � 
 �N� A �
	 � � � � � * 
 � � � � � A T � 
 � T � � �T � � � 
 � � � � � 	 � � � 
 � � A � 	 � � � � � * 
 � � � � �

Queremos mostrar que � � � � � * 
 � � � � � 8 =
. Então vamos analisar cada um dos 3

termos da soma acima.

� � � 
 � � � � �
T � % � 
 � -

� � �
� � � % � � P �D*O-

� �T 
 � �

� � � � � ! 
 � � � ! 
 � �
T 
 � �

� �
� � (14)

pois, por (19), � � � ! 
 � � � ! 
 � � ? � � �
Escolhendo � � � �

� �
, como � � � �

� �
, temos que
 � �

� �
� � � 
 �

/ � � � / ��� � *�� � � / � � � (15)

Portanto, se tomarmos
�
� � P ��� � � � , segue que

� � � 
 � � � � �
8 = � (16)

Observamos que, como neste caso, pela observação 1 do lema (3.3), � �
��� ��A�� � � ,

então
�
� �

��� ��A�� � � .
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Por sua vez, � � � 
 � � A � �
=
, uma vez que � 
 � assume valores no conjunto

%�� � �
� � 	 A4�������,- , pois ��� ! )+* P � ! � ? A .
Por último notamos que, se � �

�
� �

��� ��A�� � � , por (13)

� � � � � * 
 � � � � T � �
�� � 8 = � (17)

Usaremos o lema (4.1) para mostrar que a diferença entre os estimadores de
� considerando uma amostra da cadeia de Markov de ordem

�
ou considerando

uma cadeia de ordem infinita é desprezı́vel quando a ordem
�

cresce. O mesmo
acontece com a reamostra.

Consideremos os seguintes conjuntos

� �� ���N� � %�� E�� 5

�
� � �����
 �� �� � �

�
� ��� P �

� � � � - (18)

� �� ����� � %�� E�� 5

�
� � �����
 �� �� � � �

� P �
� ����� � � - � (19)

Como
�

�
� ��� P �

� �
=

para todo � E ��* 
 � � � temos que �L��� �� ���N��� � �L���'* 
 � � � �
e � � �� P �

� �����
�
=

para todo � E � � * 
 � � � � implica que � � � �� ���N��� � � � � � * 
 � � � � � �
então

Corolário 4.1. Se � � � � P ��� �
então para � � � � � � � � temos que�

� � �����
 �� ��
�

�

�
� ���
� P �

� � � 8 =
em probabilidade quando

� 8 > � (20)

e �
� � �����
 �� ��

�
�
�
� P �

� �����
� � 8 =

em probabilidade quando
� 8 > � (21)

Uma vez que podemos escrever

�
�
� P �

� � � � � � P �
� ����� ��	 �

�
� ����� P �

�
� ��� � 	 � �

�
� ��� P �

� � � �
o corolário (4.1) e o teorema (3.1) juntos provam o teorema (4.1).
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Apêndice
� � : Condição para utilizar o Teorema 2.2

Seja � � um cilindro de tamanho
�

tal que �L� � � � �
=

e seja
� � �
 a m-ésima vez

que o cilindro � � aparece. Seja � � � � � � o número de vezes que o conjunto � �
aparece antes do tempo � ,isto é

� � � � �<� �
� / �
 � � * � � � � 	���� 	 � �
� � � �,�

O lema abaixo mostra que os teorema (2.1) e (2.2) dados em Billinglsley
(1967) podem ser utilizados.

Lema 4.2. Suponhamos que exista uma constante 
 �
=

tal que, para qualquer
�

e qualquer � , temos que

Var

�
� � � � � � � � � ���

� � � � �<� P �

	 � � � ��� � � T 
 �

	 ��� � � � (22)

Então, se � � 8 >
, temos que 	 � � � � � � �
 � � � �

converge para A em probabilidade.

Demostração
Para cada A �

�
�
=

temos obviamente que

�
� � � �
 �

�G� A�	 � �
� � � � � � � �

�
� � � � � �G��A�	 � �

�L� � � � � � ��� �
e

�
� � � �
 � �G��AFP � �

�L� � � � � � �
�
� � � � � �G� A P � �

�L� � � � � � � � � �
Portanto, usando a desigualdade de Bienaymé-Chebyshev temos

�
� � � �
 �

�G� A�	 � �
�L� � � � � T �

�





� � � � � �G� A�	 � �

� � � � � � � P �G� A�	 � � 



 �
� � � T 
 �

� � � � �
Isto implica que

�����
� � # �

� � � �
 � � � � ��A�	 � �
� � � � � � � =

para qualquer
�
�
=
. Similarmente, para qualquer

= � � �9A temos que

�����
� � # �

� � � �
 � � � � � A P � �
�L� � � � � � = �
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Capı́tulo 5

Uma aplicação à Linguı́stica

Vamos modelar sequências de valores de uma função do sinal acústico de fala
como uma cadeia de ordem infinita. Esta função, que chamamos “sonoridade”,
mede a regularidade local do sinal acústico amostrado num conjunto discreto de
instantes. O interesse dessa função vem do fato que, conforme mostrado em
Galves, Garcia, Duarte e Galves (2002), estatı́sticas simples dessas sequências
de valores permitem identificar as classes rı́tmicas das lı́nguas consideradas no
trabalho pioneiro de Ramus, Nespor e Mehler (1999).

5.1 Correlatos do ritmo presentes no sinal acústico

Uma conjectura existente na literatura linguı́stica diz que as lı́nguas naturais são
divididas em classes rı́tmicas (cf. Abercrombie, 1967). Mas até pouco tempo
atrás nenhuma evidência fonética confiável havia sido apresentada para confirmar
essa teoria. Em Ramus, Nespor e Mehler (1999) conseguiram pela primeira vez
apresentar propriedades estatı́sticas simples dando evidências de que as classes
rı́tmicas tinham correlatos acústicos retiradas do sinal acústico.

A idéia básica contida no trabalho de Ramus et al (1999) é que a informação
relevante sobre o ritmo pode ser extraı́da de caracterı́sticas bem simples do sinal
acústico, como tempos gastos em vogais e consoantes. No artigo são analisa-
das amostras de oito lı́nguas: Polonês, Holandês e Inglês , supostamente per-
tencentes ao grupo das lı́nguas acentuais; Catalão, Francês, Italiano e Espanhol,
supostas representantes das lı́nguas consideradas silábicas; e japonês, represen-
tando a classe moraica. São 20 frases para cada lı́ngua, sendo 5 frases para cada
uma de 4 falantes, sempre mulheres. Para cada uma das lı́nguas analisadas eles
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dispunham de dados acústicos que foram segmentados em intervalos vocálicos e
intervocálicos. Para cada uma das lı́nguas eles estimaram o desvio padrão do com-
primentos dos intervalos consonantais ( � 
 ) e a proporção de tempo passado nas
vogais ( � � ). O resultado encontrado por eles para essas lı́nguas é surpreendente,
vindo exatamente de encontro com a conjectura sobre a existência das classes
rı́tmicas. A figura 2 traz o gráfico de � � contra � 
 . Oberva-se neste gráfico
dois fatos interessantes: a forte correlação linear entre as variáveis ( -.93) e a
aparente separação das lı́nguas em grupos correspondendo exatemente à hipótese
das classes rı́tmicas.

Figura 5.1: Distribuição das lı́nguas no plano ( ��������� ) (Ramus et al. 1999

As evidências empı́ricas apresentadas em Ramus, Nespor e Mehler (1999) são
reforçdas pelo trabalho de modelagem feito em Duarte, Galves, Garcia e Maronna
(2001). Lá a hipótese de separação das lı́nguas em classes rı́tmicas é testada
através de um modelo paramétrico. A conclusão é que a hipótese de separação
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das oito lı́nguas consideradas em três classes rı́tmicas é compatı́vel com os dados
amostrais.

5.2 Uma medida de sonoridade como base para a
identificação das classes rı́tmicas

A abordagem apresentada em Ramus, Nespor e Mehler tem problemas que com-
prometem a continuidade do estudo para outras lı́nguas. Primeiro, a marcação
dos intervalos vocálicos e intervocálicos é feita à mão, o que toma muito tempo,
inviabilizando a análise de uma base maior de dados. Depois, a marcação manual
depende de decisões difı́ceis de serem feitas de forma homogênea em larga escala.

Uma nova abordagem para o problema é apresentada em Galves, Garcia,
Duarte e Galves (2002). Em vez de estudar durações de intervalos vocálicos e
consonantais a proposta é estudar os valores de uma função que mede, em cada
instante, a “sonoridade” local do sinal acústico. Esta função assume valores entre
0 e 1. Quanto mais sonora a região, como em vogais e consoantes nasais, mais
perto de 1 a sonoridade fica. Quanto menos sonora, ou “obstruı́da”, como em
consoantes fricativas, mais próximo de 0 é o valor da função.

Tecnicamente, definimos 
0� � � , a função sonoridade, onde � é o tempo assu-
mindo valores em % � � 5 �

� A4�������1��� - , sendo
�

o tempo entre duas colunas e� é o número de passos considerados no espectrograma do sinal acústico. Aqui
tomamos

�
� � , onde as unidades são contadas em mili-segundos. Os valores

do espectrograma são estimados com uma janela Gaussiana de ��� ms. Consider-
amos somente frequências entre

=
e �
=�=

Hz. Os cálculos foram feitos através do
programa Praat (http://www.praat.org).

Seja � � � � � o coeficiente de Fourier da frequência
�

em torno do instante � do
espectrograma. Definimos o espectrograma renormalizado por

� � � � � � � � � � � �
� � � � � �<� � � (1)

Isso define uma sequência de medidas de probabilidades % � � 5 � � A��������,��� - .
Padrões regulares, em geral, correspondem a sequências de medidas de proba-
bilidade próximas entre si. Esta “ proximidade” pode ser medida pela entropia
relativa, que é definida como:

� � � � K � � )+*�� � 
 ! � � � � � � ��� � � � � � �� � )+* � � � � � (2)
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Definimos então 
0� � � como


0� � � � AFP � ���
�
A�� A���

� ) �
� � � / �
�


! � *
� � � � K � � / ! � � � (3)

O fato empı́rico que dá suporte à sonoridade como uma medida do ritmo
linguı́stico é apresentado em Mehler et al (1996). Neste artigo é apresentado um
experimento onde bebês recém-nascidos são capazes de distinguir entre lı́nguas
consideradas de classes rı́tmicas distintas, mesmo com o sinal acústico filtrado a
400 Hz. Neste intervalo de frequências, a distinção entre intervalos vocálicos e
consonantais não pode ser feita com precisão, semivogais e vogais ensurdecidas
se confundem com consoantes, e consoantes sonoras, como nasais, se confundem
com vogais. Neste intervalo de frequências permanece simplesmente a distinção
entre zonas sonoras e zonas obstruı́das do sinal. Isso sugere que os bebês dis-
tuinguem as classes rı́tmicas utilizando classificações menos refinadas do que a
oposição vogais e consoantes.

As estatı́sticas que consideraremos são:

1. A sonoridade empı́rica média, que irá fazer o papel de ���


� �

A�
�
 � � * 
 � � � � (4)

2. A variação total da sonoridade (que irá fazer o papel de � 
 )

� � �
A�

�
 � � * K 
0� � �QP 
0� � P A(� K � (5)

A figura 2 apresenta caracterı́sticas bem parecidas às da figura 1. Por um lado
aparece uma forte correlação linear entre as variáveis. Por outro lado é sugerida
a separação das lı́nguas em 3 grupos. Uma explicação para a correlação linear é
sugerida em Cassandro, Collet, Duarte, Galves e Garcia ( 2002), mas está fora do
tema desta tese. A separação das lı́nguas em classes que correspondem à hipótese
das classes rı́tmicas é menos evidente que na figura 2 e é exatamente o que quere-
mos testar com a construção de intervalos de confiança para a sonoridade.

59



Figura 5.2: Distribuição das lı́nguas no plano ( �� , ��� ). (Ramus et al. 1999

60



5.3 Sonoridade como uma cadeia de ordem infinita

A função sonoridade assume valores no intervalo � = ��A�� . No entanto, uma análise
exploratória mostra que é possı́vel discretizá-la, utilizando 3 regiões correspon-
dentes à sonoridade alta, média e baixa. Um estudo mais aprofundado do assunto
é dado em Galves, Garcia, Duarte e Galves (2002).

A sonoridade não se comporta como uma cadeia de Markov de alcance fixo.
A probabilidade de o processo continuar em um determinado estado, depende
do tempo já passado neste estado e depende da zona de sonoridade (alta/ baixa)
em que o processo esteja, que tem tamanho variável. Além disto, uma análise
exploratória dada em Duarte, Galves, Garcia e Maronna (2001) mostra que os
comprimentos dos intervalos consonantais sucessivos são não correlacionados e
não têm distribuição exponencial. A não exponencialidade é mais uma razão para
que o processo não seja modelado como uma cadeia de Markov. Já o fato de serem
não correlacionados sugere que a cadeia de ordem infinita descrita pela sonoridade
tem decaimento rápido das correlações. Lembramos que intervalos consonantais
correspondem bem às zona de baixa sonoridade e intervalos vocálicos às de alta
sonoridade. Diante do que foi exposto acima acreditamos que é razoável supor
a sonoridade como sendo uma cadeia de ordem infinita com perda de memoria
rápida.

5.4 Aplicação do procedimento de reamostragem
para estimar a variância da sonoridade

Nesta seção vamos estimar


� e utilizar o procedimento da reamostragem sequen-

cial para encontrar uma estimativa da variância de


� . Para isto precisamos dis-

cretizar os valores da sonoridade. Análises feitas previamente em Galves, Garcia,
Duarte e Galves (2002) mostram que é suficiente utilizar 3 regiões de sonoridade,
a saber: � =��O= ��A�� � , � = ��A�� �O= ����� � e � = ����� � A � . Em cada região, a primeira idéia é uti-
lizar o ponto médio do intervalo como representativo da região. A saber, o ponto= � = � representando a sonoridade baixa, o valor

= ��� = representando a sonoridade
média e o valor

= � � � representando a sonoridade alta. Na prática é mais cômodo
representar as regiões com os números 0,1 e 2, que mantém as ordens de grandeza
relativas dos valores médios.

Como a distribuição limite da média empı́rica em torno da média verdadeira
é a mesma que da média reamostrada em torno da média empı́rica, como prova o
Teorema Limite Central da Reamostragem, podemos usar os intervalos de confiança
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da reamostra para tomada de decisões sobre a média verdadeira, como nos ensinou
Efron.

Com as amostras divididas em blocos aplicamos então o procedimento de
reamostragem sequencial considerando 1000 reamostras. Desta forma obtivemos
uma distribuição empı́rica das médias da sonoridade reamostradas e uma estima-
tiva do desvio padrão para cada uma. A partir destas estimativas obtivemos um
intervalo de confiança para a média verdadeira. O intervalo de confiança indi-
vidual foi construı́do de tal forma que o nı́vel de confiança conjunto seja de, no
mı́nimo, � �'�

As tabelas abaixo trazem os valores, para
�

� � ��� � � � � ��� , dos seguintes
estimadores: média empı́rica (


� ), reamostrada ( � �
) , desvio padrão ( � ) e intervalo

de confiança (
� 
������ ) por lı́ngua. Trazem também o Número de blocos ( � � ) e o

tamanho da reamostra ( � �
 � � � � ).
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Tabela 1: Estimativas com ����� .
Lingua � � � �
 ��� �
	 �� � � 
 ���

�����
Japonesonês 1812 27818 0.7135 0.7129 0.02219 (0.6529, 0.7728)

Italiano 705 27756 0.7241 0.7252 0.03101 (0.6415, 0.8084)
Francês 834 27816 0.7424 0.7424 0.02951 (0.6628, 0.8219)
Polonês 916 29742 0.7789 0.7811 0.02598 (0.7109, 0.8512)
Catalão 1357 27918 0.7882 0.7875 0.02124 (0.7302, 0.8449)

Espanhol 797 28643 0.7937 0.7936 0.02941 (0.7141, 0.8731)
Inglês 940 26970 0.8526 0.8512 0.02901 (0.7727, 0.9297)

Holandês 858 28140 0.8621 0.8631 0.02993 (0.7822, 0.9439)

Table 2: Estimativas com ����� .
Lingua � � � �
 � � �
	 �� � � 
 ���

�����
Japones 1626 27811 0.7135 0.7122 0.02489 (0.6444, 0.7794)
Italiano 527 27755 0.7241 0.7270 0.03030 (0.6453, 0.8087)
Frances 612 27811 0.7424 0.7439 0.02779 (0.6690, 0.8189)
Polones 706 29743 0.7789 0.7793 0.02491 (0.7121, 0.8465)
Catalao 1296 27916 0.7882 0.7863 0.02430 (0.7207, 0.8518)

Espanhol 620 28637 0.7937 0.7964 0.02829 (0.7201, 0.8727)
Ingles 703 26971 0.8526 0.8506 0.02750 (0.7764, 0.9248)

Holandes 645 28140 0.8621 0.8616 0.02891 (0.7836, 0.9395)

Table 3: Estimativas com ����� .
Lang � � � �
 � � �
	 �� � � 
 ���

�����
Japones 1577 27812 0.7135 0.7126 0.02435 (0.6468, 0.7783)
Italiano 496 27756 0.7241 0.7271 0.02829 (0.6413, 0.8129)
Frances 511 27812 0.7424 0.7434 0.02689 (0.6708, 0.8159)
Polones 623 29744 0.7789 0.7794 0.02652 (0.7078, 0,8510)
Catalao 1234 27910 0.7882 0.7869 0.02359 (0.7234, 0.8505)

Espanhol 576 28640 0.7937 0.7956 0.02892 (0.7175, 0.8737)
Ingles 640 26947 0.8526 0.8568 0.02829 (0.7742, 0.9272)

Holandes 559 28141 0.8621 0.8609 0.030301 (0.7790, 0.9428)
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Table 4: Estimativas com ����� .
Lang � � � �
 ��� �
	 �� � � 
 ���

�����
Japones 1318 27807 0.7135 0.7110 0.0242 (0.6454, 0.7763)
Italiano 405 27753 0.7241 0.7262 0.0305 (0.6437, 0.8086)
Frances 419 27809 0.7424 0.7425 0.0254 (0.6737, 0.8112)
Polones 457 29737 0.7789 0.7780 0.0266 (0.7064, 0.8498)
Catalao 1024 27913 0.7882 0.7866 0.0236 (0.7229, 0.8503)

Espanhol 441 28663 0.7937 0.7935 0.0278 (0.7184, 0.8687)
Ingles 489 26969 0.8526 0.8494 0.0296 (0.7695, 0.9292)

Holandes 434 28137 0.8621 0.8631 0.0288 (0.7853, 0.9409)

Table 5: Estimativas com ����� .
Lang � � � �
 � � �
	 �� � � 
 ���

�����
Japones 995 27811 0.7135 0.7133 0.02352 (0.6498, 0.7769)
Italiano 316 27748 0.7241 0.7256 0.03049 (0.6434, 0,8079)
Frances 310 27811 0.7424 0.7432 0.02779 (0.6676, 0.8161)
Polones 345 29737 0.7789 0.7786 0.02720 (0.7051, 0.8521)
Catalao 851 27910 0.7882 0.7855 0.02420 (0.7229, 0.8503)

Espanhol 383 28630 0.7937 0.7927 0.02929 (0.7137, 0.8718)
Ingles 386 26965 0.8526 0.8514 0.02579 (0.7775, 0.9218)

Holandes 335 28135 0.8621 0.8632 0.02739 (0.7893, 0.9370)
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Figura 5.3: Intervalos de confiança para as 8 lı́nguas considerando o retorno dos 9 primeiros sı́mbolos
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Figura 5.4: Intervalos de confiança para as 8 lı́nguas considerando o retorno dos 8 primeiros sı́mbolos
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Figura 5.5: Intervalos de confiança para as 7 lı́nguas considerando o retorno dos 7 primeiros sı́mbolos
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Figura 5.6: Intervalos de confiança para as 8 lı́nguas considerando o retorno dos 6 primeiros sı́mbolos
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Figura 5.7: Intervalos de confiança para as 8 lı́nguas considerando o retorno dos 5 primeiros sı́mbolo
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Discussão

De acordo com os valores apresentados nas tabelas acima as únicas lı́nguas que se dis-
tinguem em relação à média da sonoridade são Japonês e Holandês. Todas as outras
aparecem com valores intermediários que não podem ser considerados distintos de uma
ou de outra.

Não encontramos evidências de que a função sonoridade aqui utilizada sirva para
agrupar as lı́nguas em concordância com a conjectura das classes rı́tmicas.

70



Referências Bibliográficas
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